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SUJET 4

Exercice 1: (6 pts)

a) Déterminer la solution au probleme homogene: y (t) — 3 y(t) = sin3t;y(0) = 0.

b) Déterminer la solution au probléme suivant: y (t) — 4y (t) + 4 y(t) = 9e¢~%y(0) =0,y (0) = 0.

1) Soitl'intégrale :
2 de
I = f —a>1, a est un nombre réel.
o a+sinf’
Montrer, en faisant un changement de variable, que I'on peut écrire:

I—jg (2)d _jg 2dz
N CfZ Z= c z%+ 2aiz—-1

ou Cest un cercle de rayon unité centré sur I'origine.
2) Trouver les poles (z;,z,) de f(z) et montrer qu’un seul se trouve a l'intérieur de C.
3) Déduire la valeur de l'intégrale /.

Exercice 2 : (7 pts)
Soit I'intégrale | = Jje “dx

a) Calculer I'intégrale / analytiquement.

b) Approcher l'intégrale / par une application de la méthode des trapézes pour n= 6.
¢) Approcher l'intégrale / par une application de la méthode de Simpson pour n= 6.
d) Donner l'erreur relative commise dans chaque cas en pourcentage.

e) Comparer les résultats obtenus.

On donne:

b n-1 _
Méthode des trapeézes : | =J- f (x)dx = h(w + Z f(a+i *h)j avec h= bTa_

i=1

b
Méthode de Simpson : | = [ f (x)dx ~ g(f @+23, . f()+4Y, . f(x)+ (b))

analytique ~ ' simpson

analytique

trapezes

L’erreur relative : E; = et E; =

analytique analytique

Exercice 3 : (7 pts)
Les polynémes de Tchebychev sont définis par la relation suivante : T,,(x) = cos(n arcosx).
a) Calculer Ty(x), T;(x), ainsi que T,(—1) et T5(1/2).
b) Montrer la relation de récurrence suivante : Ty, ,(x) + Tp,(x) = 2x Ty 1 (x).
¢) En déduire T,(x) et T3(x), et vérifier les valeurs de T,(—1) et T3(1/2) trouvées en a).

d) Vérifier que T,,(x) est solution de I'équation différentielle: (1 —x?)y — xy + n?y=0.

e) Résoudre I'équation T,(x) = 0.
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Exercice 1: (6 pts)

a) y (t) —3y(t) =sin3t; y() = yu(t) + y, (1),

yu(t) = yoe* (0.5 pv),
1
Yp(t) = asin3t + b cos3t,=> y,(t) = ~% (sin3t + cos3t) (0.5 pt),

1
y(t) = g (e3t — sin3t — cos3t)(0.5 pt).
b) y () —4y ®)+4y(t) =9e 5 r2—4r+4 =0,211, =2(0.25pt)

yu(t) = (a+ Bt)e** (0.25 pt),
yp(t) = et (0.25 pt),
y() = (a+ pt)e** + et (0.25 pt),

y(@) = (-1 +3t)e? + et (0.5 pt),

©)
1)
21
do
N
a + sinf
0
On pose
z= e = cosO + i sind, (0.25 pt)
mo = 21 ©.5pt;do = 2 (0.25pt)
Sm_Ziz"p'_iz"p
1—35 2dz 0.5 pt
= 2+ zaiz—1 5PV
C
2)

z, = —(a+ a2—1) i,(0.25pt); z, = —(a—\/az—l) i,(0.25 pt).

|z,] < 1; |z, >1,= 2z, estal intrieur de C, (0.25 pt).
3)



I =2mwiRés(f,z,) = 2mi lim(z— z,) f(2),(0.25 pt),
zZ -7y

1=—2%_ (0.5p0
= .(0.5p
Vva%z -1
Exercice 2 : (7 pts)
a) Solution analytique :
X
Puisque nous connaissons la dérivée : =e”, nous pouvons utiliser le théoréme fondamental du
X

calcul :

X 1
Iexdx=jddLde:eX +c:jexdx:[ex] =e' -e°=1.71828 (1 pt).
0

0

b) Méthode des trapézes pour n= 6. Posons x, =a+h*i, i=0,.,n.

o L fO)+f@) 1
I_j;f(x)dx~6(—2 +iZ_ljf(0+l 6)j

6 2
~1.72226

L1010 ity iy 1B 1) s

) Méthode de Simpson pour n= 6. Posons X; =a+h*i, 1=0,..,n.

| = T f(x)dx ~ %(f @+23, . f(x)+4Y, . T(x)+ (b))

1
~ 1 (TOF 20+ TR+ 00+ F0)+ T+ 1)

1 1 2 1 1 .
zﬁ(f(0)+2(f(§)+ f(g))+4(f(g)+ f(5)+ f(g))+ f(l)J

~1.71829

d) L’erreur relative commise est :

_|1.71828-1.7222¢]

analytique ~ ! trapézes
E. = =0.00397=0.2% (0.5 pt
T |t 1.71828 7 (0.5pY
I analytique I simpson |171828'17182q 4
ES = = = 0.000004: 410 % (0 5 pt)

I 1.71828

analytique



e) Remarquons que Eg < E; . Donc la méthode la plus précise est celle de Simpson et la moins précise

est celle des trapezes. (1 pt)

Exercice 3 : (7 pts)
Les polyndomes de Tchebychev sont définis par la relation suivante : T,,(x) = cos(n arcosx).

a) Calculer Ty(x), T, (x), ainsi que T, (—1) et T5(1/2).
To(x) = cos(0) =1, (0.25 pt)
T,(x) = cos(arcosx) = x, (0.25 pt)
T,(—1) = cos(2 arcos[—1]) = cos(2 ) = 1,(0.25 pt)
T5(1/2) = cos(3 arcos[1/2]) = cos(3m/3) = —1,(0.25 pt)

b) Montrer la relation de récurrence suivante : Ty, (x) + Tp,(x) = 2x Ty 1 (x).
On utilise la formule d’addition des cosinus :
b a—>b
Jeos (=)

Q)
T,2(x) + T,,(x) = cos([n + 2] arcosx) + cos(n arcosx) =
2 cos([n + 1]arcosx)cos(arcosx) = 2 x Tp,1(x). (1 pt)

a+
cos(a) + cos(b) = 2 cos(

En déduire T, (x) et T5(x),
On met n = 0 dans la relation de récurrence :
Ty(x) = —To(x) + 2x Ty(x) = —1+ 2x.x = —1 + 2x%(0.25 pt),
On met n = 1 dans la relation de récurrence :
T3(x) = — T, (x) +2x To(x) = —x + 2x(—1 + 2x%) = —3x + 4x3(0.25 pt).
et vérifier les valeurs de T,(—1) et T;(1/2) trouvées en a).

T,(-1)= -1+ 2(-1)? =1,(0.25 pt)

3 4
T3(1/2) == _E+§ = —1.(0.25 pt)

¢) Vérifier que T,,(x) est solution de I'équation différentielle : (1 — x?)y — xy + n?y =0.

Rappel :
-1

arcos (x) =
1—x2
Ona:
n sin(n arcosx)

V1 —x2

—n? cos(n arcosx) + n sin(n arcosx)x(1 — x2)~/2

T, (x) = (1—x2) )

To(x) = , (0.5 pt)




n? cos(n arcosx) nx sin(n arcosx)

T, (x) =— D) + a—x237 (1.5 pts)
L’équation différentielle devient:
a 2) n? cos(n arcosx) N nx sin(n arcosx) n sin(n arcosx) + n2cos( )=
X 1= 3 x Neges n“cos(n arcosx) =
(1-x2)2
5 ( ) nx sin(n arcosx) n sin(n arcosx) + nZcos( ) = 0 CQFD
— n* cos(n arcosx) — - x n“cos(n arcosx) = .
V1 —x? V1 —x?

d) Résoudre I'équation T,(x) = 0.

2k+ 1)m

0.5pt) =
2 (0.5pt)

T,,(x) = cos(n arcosx) = 0 = narcosx =

2k + 1w
X = COS —om ,n=1,2,.;k=0,1,2,..(1.5 pts)
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Exercice 1 : (6 pts) C) Estimer les résultats obtenus si la solution

a) Déterminer la solution au probléme
homogene: y'(t) — 3 y(t) = sin 3t;
y(0) = 0.
b) Déterminer la solution au probleme suivant:
y -4y ®©+4y(®) =%,
y(0) =0,y (0) = 0.
1) Soitl'intégrale :

1_f271' do
~J, a+sing’

a > 1. a est un nombre réel.
Montrer, en faisant un changement de
variable, que I'on peut écrire:
_ _ 2dz
I_jgc f(z)dz-jgc z% 4+ 2aiz —1
ou Cest un cercle de rayon unité centré
sur 'origine.
2) Trouver les poles (z;,2,) de f(z) et
montrer qu'un seul se trouve a l'intérieur
de C
3) Déduire la valeur de l'intégrale /.

Exercice 2 : (7 pts)

Soit le probleme de Cauchy suivant :

{y'(X) = y(x) —2x/ y(x)
y(0) =1

a) Utiliser la méthode d’Euler pour calculer
les premieres 5 valeurs de la solution
y(x) de I'’équation différentielle y'(X), en
prenant le pas 2= 0.2.

b) En utilisant la méthode de Runge-Kutta

d’ordre 4, calculer les premieres 5 valeurs

approchées de la solution du probléme
y'(X) avec le méme pas A= 0.2.

exacte est y(x) =+/2X+1 . Quelle est la méthode

la plus proche a celle de la méthode exacte ?
On donne :

Méthode d’Euler: y,, =y, +h* f(x)

Méthode de Runge-Kutta 4 :k, =h f(x,,y;) ,

k h k
+El) ; ks =h f(Xi"'E’yi"‘?z)

h
k,=hf(x +—,
2 (| 2 yl
k,=hf(x, +h,y, +k;) ,

k, k, k, Kk,
p=Yi+t—+=+=+=
y|+l yl 6 3 3 6

Exercice 3 : (7 pts)

On donne la fonction génératrice des fonctions
de Bessel d’indice entier :

x (t2-1)
e (52 -

a) En dérivant partiellement par rapporta la
variable £ montrer la relation de récurrence
suivante :

20 Jn (%) = x(Jn41(0) + Jno1(x))

b) En dérivant partiellement par rapporta la
variable x, montrer la relation de
récurrence suivante :

2Jn(x) = Jno1(x) = Jpp1 ().

¢) En déduire alors les relations de
récurrence :

C1) x]n(x) = n]n(x)_x]n+1(x)-
€2) xJn(x) = x Jp-1(x) — nJ(x).
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Exercice 1: (6 pts)

2t
1—t?

a) y'= (0.5pt)

dy 2t
S| 2=|——dt=y=y,—
g Iy jl—tz Y=Y e

pourt=0ona y(0)=y, =1

y:

b) y'+y'-2y =10cost ; r’ +r-2=0; r, =-2;r, =1(0.5 pt)
yy () =c,e™ +c,e' (0.25 pt)

y, (t) = acost +bsint (0.25 pt)

On trouve a =-3 et b=1(0.5 pt)

y(t) =y, (t)+y, () =ce™ +c,e' —3cost +sint (0.5 pt)

:on pose z=¢'’ =cos@+ising (0.25 pt)

c))j

2+S|n9

yA |
z " (05pt)

. 1 1 1
sinf=—(z--)=—
2i( z) 2'(

0= % (0.25 pt)

| :§ 2dz
2" +4iz-1 (0.5pt)

2) 7, =(-2+3) i ; z, =(-2—-~/3) i (0.5pt)

z,| <1; |z, >1 z, estalintérieur €(0.25 pt)



3) | =27iRés(f,z,) = 27ilim(z - z,) f (z) (0.25 pt)

_2r
| = 7 (0.75 pt)

Exercice 2 : (7 pts)
a) La méthode d'Euler: y;,, = y; +h* f(x)
Y, =Y, +0.2%(y, —2%X,/Y,) =y, =1+0.2*(1-2*0/1) =1.2(0.5 pt)
Y, =Y, +02*%(y,—-2x,/y,) =Yy, =12+0.2*(1.2-2*0.2/1.2) =1.3733(0.5 pt)
Yo=Y, +02*(y,-2x,/y,) =y, =1.3733+0.2*(1.3733-2%*0.4/1.3733) =1.5315(0.5 pt)
Y, =Y, +02%(y, —2%,/y,) =y, =1.3733+0.2*(1.5315-2*0.6/1.5315) =1.68108(0.5 pt)

Ve =Y, +0.2%(y, —2X,/ y,) = Y =1.68108+0.2* (1.68108— 2*0.8/1.68108 =1.82695(0.5 pt)

b) La méthode de Runge-Kutta 4 :

Premiére étape : i=0

k, =h f(X,,Y,) =0.2*(1—2*0/1) = 0.2

k, =h f(x, +g, Yo +k—21) =0.2((1+0.2/2)—2(0+0.2/2))/(1+0.2/2) = 0.1836

k, =h f(x, +g, Yo +%) =0.2((1+0.1838/2) —2(0+0.2/2))/(1+0.1838/2) = 0.1817

k, =h f(x, +h, y, +k,) = 0.2(1+0.1817) — 2(0+0.2)) /(1 + 0.1817) = 0.1686

kl k2 k3 k4
=y +—+—=4+=4+-2=1.1832(0.5 pt
h=Yototg T3 e (0.5pt)

Deuxiéme étape : i=1

k, =h f(x,,y,) =0.2*(1.1832—2*0.2/1.1832) = 0.1690

k, =h f (x, +g, Y, +%) =0.2((1.1832+0.1690/ 2) — 2(0.2 + 0.2/ 2)) /(L.1832+0.1690/ 2) = 0.1589

k, =h f(x, +g, Y, +k?2) = 0.2((1.1832+0.1589/2) — 2(0.2 + 0.2/ 2)) /(1.1832+0.1589/ 2) = 0.1575



k, =h f(x, +h,y, +k;) =0.2((1.1832+0.1575) — 2(0.2 + 0.2))/(1.1832+ 0.1575) = 0.1488

kp K, ks K,
=y +—4+=4+=24+-2=13417(0.5pt
Yo=Y 6 3 3 6 (0.5pt)

Troisieme étape : i=2

k, =h f(X,,y,) = 0.2%(1.3417—2*0.4/1.3417) = 0.1490

k, =h f(x, + g y, + %) =0.2((1.3417+0.1486/2) — 2(0.4 + 0.2/ 2)) /(1.3417+0.1486/ 2) = 0.1420

k, =h f(x, + 2 y, + k—22) =0.2((1.3417+0.1414/2) — 2(0.4+0.2/2))/(1.3417+0.1414/ 2) = 0.1409

k, =h f(x, +h,y, +K;) =0.2((1.3417+0.1404) — 2(0.4 + 0.2)) /(1.3417+ 0.1404) = 0.1347

kl k2 k3 k4
=y, +—+—=+—=4+-—2=1.4833(0.5 pt
Ys=Y, 6 3 3 6 (0.5pt)

Quatrieme étape : i=3

k, =h f(X,,y,) = 0.2*(1.4833— 2*0.6/1.4833) = 0.1349

k, =h f (X, + g Y, + k—zl) = 0.2((1.4833+0.1347/2) — 2(0.6 + 0.2/ 2)) /(1.4833+ 0.1347/ 2) = 0.1296

k, =h f(x, +g, Vs + %) = 0.2((1.4833+0.1294/2) — 2(0.6 + 0.2/ 2))/(1.4833+0.1294/ 2) = 0.1288

k, =h f(x, +h,y, +k,) = 0.2((1.4833+0.1285) — 2(0.6 + 0.2)) /(1.4833+ 0.1285) = 0.1239

k, k, k; Kk,
=y, +—+—=+—_=4+-—2=1.6125(0.5pt
Ye=Y3 6 3 3 6 (0.5pt)

Cinquiéme étape : i=4

k, =h (X,,y,) =0.2*(1.6125—2*0.8/1.6125) = 0.1240

k, =h f(x, +2, Y, +%) =0.2((1.6125+0.1237/2) — 2(0.8+ 0.2/ 2))/(1.6125+ 0.1237/2) = 0.1199

k, =h f(x, +g, Y, +k—22) = 0.2((1.6125+0.1196/2) — 2(0.8+0.2/2))/(1.6125+0.1196/2) = 0.1192

k, =h f(x, +h,y, +k;) = 0.2((1.6125+0.1189) — 2(0.8 + 0.2)) /(1.6125+0.1189) = 0.1154

ki, k, k; Kk,
=y, +—+—=+—+—=1.7321(0.5 pt
Ys = Vs 6 3 3 6 ( )



¢) La solution exacte:
Les valeurs exactes sont:
{0, 1}, {0.2,1.18322}, {0.4, 1.34164}, {0.6, 1.48324}, {0.8, 1.61245}, {1, 1.73205} (1.5 pts)

D’apres les calculs, la méthode la plus proche a celle de la méthode exacte est la méthode de Runge-
Kutta 4. (0.5 pt)

Exercice 3 : (7 pts)

On donne la fonction génératrice des fonctions de Bessel d’indice entier :

exp (x (t? — 1)> Z o

n=—oo

a) En dérivant partiellement par rapport a la variable £montrer la relation de récurrence suivante :

2n [ (%) = X(Jn41(0) + Jpo1(x))

a 2_1 d [ <
T 85 o)

n=-—oo

2 2 _ C
%exp <%) = ), mh@ e,

n=-—oo
(o]

x(t2 + 1) Z I (x) £ = 2t2 Z n ), (x) £,

n=-—oo n=-—oo

x i JnG) € 4 x T [ = Y 20 () £ =0,

n=-—oo n=-—oco n=-—oo
Posons m = n + 1 dans la premiére somme, m = n — 1 dans la seconde, et m = n dans la
derniére: (0.5 pt)

0 Jnal) xS g =Y 2m () €7 =,

m=—oo m=—oo m=—oo
[o9]

D na(@) + G () = 2m (O] €7 = 0,

m=—oo

Cette série étant identiquement nulle, cela implique :
x]m—l(x) + x]m+1(x) - Zm]m(x) =0.(1 pt)

b) En dérivant partiellement par rapport a la variable x, montrer la relation de récurrence suivante :

2J5(x) = Jpo1(x) = Jpp1 (0).

) 2_1 ? [ <
£<exp (%)) = a( Z Jn () t").

n=-oo



2 _ 1 ® i
% Z Jn() t" = Z Jan(x) " (1 pv),

n=—oo n=—oo

i JnG0) €74 i Jnx) £ - i 2 £+ = 0,

n=—oo n=-—oo n=-—oo

Posons m = n + 1 dans la premiére somme, m = n — 1 dans la seconde, et m = n dans la
derniére : (0.5 pt)

i Jm—1(2) ™+ — i Jmaa () £ — i 2 () ™ =0,

m=—oo m=—0oo m=—oo

D Una® = Jma () = 2 (@] €741 = 0,

m=—0oo

Cette série étant identiquement nulle, cela implique :

Jm-1(%) = Jm+1(x) = 2] (x). (1 pt)

c) En déduire alors les relations de récurrence :
cl)
x Jn(x) =1 Jn(0) =% Jp41 (x).
Multiplions par x la relation obtenue au b) :
%Jn-1(%) = xJn11(x) — 2xJ5 (x) = 0.
Faisons la différence entre cette derniere relation et celle obtenue au a) :
Xn-1(X) = Xfn41(x) = 220 (X) = x/p—1 (%) = X541 () + 21 [ (x) = 0.
—2xJn (%) = 2xJn11(x) + 2n [ (x) = 0.
xJn(X) = 1 Jn(X) = XJ541(%). (1 pt)
c2)
X Jn(x) = x Jn-1(x) = n Jo (x).

Multiplions par x la relation obtenue au b) :

XJn-1(x) = xJps1(x) — 2xJ7,(x) = 0.
Faisons la somme entre cette derniere relation et celle obtenue au a)

XJn-1(x) = %41 (%) = 2xJ5. (%) + /51 (%) + 2/, (x) = 2n [, (x) = 0.
—2xJ5 (%) + 2xJp_1 (x) = 2n J,(x) = 0.

xJ0(X) = xJpn_1(x) = n J, (). (1 pt)
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SUJET C

Exercice 1 : (6 pts)

a) Déterminer la solution au probleme suivant: Exercice 3 : (7 pts)

y () —y@) =4—-t%y(0) =-1

b) Déterminer les solutions au probléme Les fonctions I' et § d’Euler sont définies pour

x>0et y>0 par:

suivant:
y @) =2y (&) + y(t) = —2e% o
y(0) =—-2,y (0) = 0. r(x) = J et t*"1dt,et
c) Soitl'intégrale: 0
2w do 1
= fo 3+ cos6’ B(u,v) = J t“ (1 - )’ de.
1) En faisant un changement de variable, 0
montrer que I'on peut écrire : Elles sont reliées par la relation fonctionnelle :
—2i I'(w) ' (v)
I=j£ Zdz=j£ ——dz, -
Cf() c z2+6z+1 Bw.v) I'u+v)

ou Cest un cercle de rayon unité centré
sur l'origine.
2) Trouver les poles (z;,2,) de f(z) et

a) Montrer pourn € N*larelation de
récurrence: '(n+1) =nl'(n).

montrer qu'un seul se trouve a l'intérieur b) Montrer que 8(u,v) = B(v,w).
de C
3) Déduire la valeur de l'intégrale /. ¢) Calculer I'intégrale :

I = f 3i/?e"‘zdx,
Exercice 2 : (7 pts) 0
d) Montrer que :
Soit f(x) = (cos(2x))? — x* aB(ab+1)=bpa+1,b).
d1) En déduire pour a # 0 que:

a) Montrer que f(x)=0 admet au moins n—

une racine rdans l'intervalle [0, 1]. B(a,n) =—— Bla+1,n—-1),
b) Donner l'algorithme de Newton @

permettant de calculer cette racine (prendre d2) puis pour a € N* établir la

X =0.2). relation :

() Calculer la racine ren utilisant 1.2..(n—-1)
I'algorithme précédent. plan) = a(a+1D ... (a+n—-1°

(critéred'arrét:|x,, — x| <107*).

d) En déduire (sans faire le calcul) une
racine r’ de f(x)=0 dans/lintervalle [-1, 0].
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Exercice 1 : (6 pts)
a) y'(t)-y(t)=4-t’
Yu (t)= Clet (0.25 pt)

pour Yy, (t) =at? +bt+c (0.25 pt)

on obtient y, (t) =t* + 2t —2 (0.25 pt)

y(t) =ce' +t> +2t—2 (0.25 pt)

Avec y(0) =1 y(t) =e' +t* + 2t — 2 (0.25 pt)

b) y'-2y+y=-2¢' > (r*—2r+1)=0; r,, =1(0.25 pt)
Y (1) = (o + e’ (025 pt)

on pose Y, (t) =ze' (0.25 pt)

"el =-2¢' = 7"'=-2

L’équation différentielle donne z
On peut prendre z(t) = -t (0.25 pt)
y(t) =y (1) +Y, () = (a + pt)e' —t’e’ (0.25 pt)

Les conditions y'(0)=0 et y(0)=2=a =-2 ; (0.25pt) S =+2 (0.25 pt)

y(t) = —(2—-2t)e' —t?e' (0.25 pt)

:on pose z=¢€'"" =cos@+isind (0.25 pt)

c))j

3+ cos¢9

1 1
cosé = 5 (z+ E) ; (0.25 pt)



do = % (0.25 pt)

|:§ —2idz

— (0.5 pt
22+62+1( Pt)

2) 7, =-3-242 ; (0.25pt) z, =—-3+2/2 (0.25 pt)
|21| >1, |ZZ| <1 =z, estal'intérieur de € (0.25 pt)

3) | = 27iRés(f,z,) = 27i lim(z - 2,) T (z) (0.25 pt)

| = % (0.5 pt)

Exercice 2 : (7 pts)

a) Ona f(x)=0 estcontinue dans l'intervalle [0, 1] (0.5 pt) et f(0)* f(1) =-0.8268 <0 (0.5 pt) et

par conséquent f(X)=0 admet au moins une racine dans l'intervalle [0, 1] (0.5 pt).
b) L’algorithme de la méthode de Newton s’écrit :

_ )

(%)
X, =0.2 (1.5 pt)
critéred'arrét : x,,, — X, [ <10~

X = X¢

¢) On Effectue quelques itérations de la méthode a partir du point x, = 0.2
(critéredarrét :|x,,, —x,| <107).

X, =0.6406; x, =0.5022 ; X, = 0.5149.(3*0.5 pt)

La racine de la fonction f(x) = (cos(2x))* —x* =0 est r =0.5149. (0.5 pt)

d) En déduire une racine r’ de f(x)=0 dansl'intervalle [-1, 0].

f (x) estune fonction paire, f(-r)=—f(r)=0=r"'=-r=-0.5149(2 pt)

Exercice 3 : (7 pts)

Les fonctions I" et § d’Euler sont définies pourx > 0et y > 0 par:



o)

rx) = f et t* 1 dt, (x) et

0
1

Bu,v) = ft”_l(l — )V 1dt. (x%)

0

Elles sont reliées par la relation fonctionnelle :
r'(uw) I'(v)
PO =)

a) Montrer pourn € N*larelation de récurrence:I'(n+ 1) =nrl'(n).

La définition (*) de la fonction I' d’Euler donne pourx = (n+1):

[ee]

rn+1) = f e”t t" dt,
0

Procédons par intégration par parties posons :

du=etdt,u= —et;v=t",dv=nt"1dt,
rn+1) = j e tt"dt = (—e " tM)|Y +nj e~t t"1dt = nIr(n).(1pt)
0 = 0

b) Montrer que S (u,v) = (v, u).
Faisons le changement de variable suivant dans la définition de la fonction  d’Euler (*x) :

x=1—-t,t=1—-x,dt= —dx,t=0 »x=1;t=1 »>x=0,

1 0 1

B(u,v) = ft”‘l(l — )V ldt = — f(l — x)¥ 1xv"1dt. = fx”‘l(l —x)¥ It = B(v,u), (1 pt)
1

0 0

c) Calculer I'intégrale :

I = JWe‘xzdx,
0

Posons
2 ld 1d
t= x%x=t2,dx = —=dt,
2Vt
‘ (e ttl/s 17 17 r(z/3)
_ 3/ ,—x% _ e 't _ —t+—1/335 _ _ -t +(2/3)-1 9+ —
I—jx/ie dx—thl/2 dt—zje t dt—zje t dt = ——.(2 pts)
0 0 0 0

d) Montrer que :

aB(a,b+1)=>bp(a+1,>b).
al(@l(b+1) T(a+1)bI(b)
Ir'la+b+1)  TI(a+b+1)
d1) En déduire pour a # 0 que:

af(ab+1)=

=bB(a+1,b).(1pt)



Bla,n) = nT—l pla+1,n—-1),
De b) on tire
Bla,b+1) = Z B(a+1,b),
Mettons maintenant b = n — 1 on obtient

(n—1)
B(a,n) = a0 B(a+1,n—1).(0.5pt)

d2) puis pour a € N* établir la relation :

1.2 (-1
ﬁ(a'n)_a(a+1) w(@a+n-1)°
_(n—l) _(n—l) F(a+1)F(n—1)_(n—1) a! (n—2)!
ﬁ(a,n) —T,B(a+1,n—1) = a F(a+n) - a (a+n_1)|
_ (m-=-Dla-1! n-1D!1.23..(a—1)
~ (a+n-1)!  123..(a-Da(a+1)..(a+n-1)

__123.(-1D
_a(a+1)...(a+n—1)'(' pts)
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