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SUJET A 

Exercice 1 : (6 pts) 

a) Déterminer la solution au problème homogène:             s n           

b) Déterminer la solution au problème suivant:                                       

1) So t l’ ntégrale :

    
  

  s n  

  

 

       est un no  re réel 

 Montrer  en fa sant un change ent de var a le  que l’on peut écr re: 

           
 

 
   

          

 ou C est un cercle de rayon un té centré sur l’or g ne  

2) Trouver les pôles         de      et  ontrer qu’un seul se trouve à l’ ntér eur de C. 

3) Dédu re la valeur de l’ ntégrale I.

Exercice 2 : (7 pts) 

So t l’ ntégrale  
1

0
dxeI x  

a) Calculer l’ ntégrale I  analytiquement.
b) Approcher l’ ntégrale I  par une application de la méthode des trapèzes pour n= 6.
c) Approcher l’ ntégrale I  par une application de la méthode de Simpson pour n= 6.
d) Donner l’erreur relat ve co   se dans chaque cas en pourcentage   
e) Comparer les résultats obtenus.

On donne : 

Méthode des trapèzes : 
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Méthode de Simpson :  )()(4)(2)(
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)( bfxfxfaf
h

dxxfI
impairi ipairi i

b

a

 

L’erreur relat ve : 
analytique

trapèzesanalytique

T
I

II
E


  et 

analytique

simpsonanalytique

S
I

II
E




Exercice 3 : (7 pts) 

Les polynômes de Tchebychev sont définis par la relation suivante :          cos   arcos    

a) Calculer      ,      , ainsi que        et        . 

b) Montrer la relation de récurrence suivante :                            

c) En déduire       et      , et vérifier les valeurs de        et         trouvées en a). 

d) Vérifier que       est solut on de l’équat on d fférent elle :                y = 0 . 

e) Résoudre l’équat on        . 
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Exercice 1 : (6 pts) 

a)                                           

          
            

                               
 

 
                          

      
 

 
                            

b)                                                       

                            

                      

                                

                               

c) 

1) 

    
  

      

  

 

        

On pose  

                             

      
     

     
              

  

  
            

   
   

          
 

          

2) 

                                                          

                                                       

3) 
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Exercice 2 : (7 pts) 

a) Solution analytique :

Puisque nous connaissons la dérivée : x
x

e
dx

de
 , nous pouvons utiliser le théorème fondamental du 

calcul : 

  01

1

0

1

0

eeedxecedx
dx

de
dxe xxx

x
x   =1.71828        

b) Méthode des trapèzes pour n= 6. Posons ihaxi * , ni ,...,0 . 
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c) Méthode de Simpson pour n= 6. Posons ihaxi * , ni ,...,0 . 
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d) L’erreur relative commise est :





 0.20.00397

1.71828

1.72226-1.71828

analytique

trapèzesanalytique

T
I

II
E          





 4-1040.000004

1.71828

1.71829-1.71828

analytique

simpsonanalytique

S
I

II
E          



e) Remarquons que TS EE  . Donc la méthode la plus précise est celle de Simpson et la moins précise 

est celle des trapèzes.        

Exercice 3 : (7 pts) 

Les polynômes de Tchebychev sont définis par la relation suivante :          cos   arcos    

a) Calculer      ,      , ainsi que        et        . 

      cos                

      cos  arcos               

       cos   arcos      cos                   

        cos   arcos       cos                     

b) Montrer la relation de récurrence suivante :                            

On utilise la formule d’addition des cosinus :

cos    cos      cos  
   

 
 cos  

   

 
     

               cos       arcos   cos   arcos    
   

 

  cos      arcos  cos arcos                       

En déduire       et      ,  

On met     dans la relation de récurrence : 

                                                  

On met     dans la relation de récurrence : 

                                                          

et vérifier les valeurs de        et         trouvées en a). 

                              

            
 

 
 
 

 
              

c) Vérifier que       est solution de l’ quation diff rentielle :                     

Rappel :

arcos      
  

     

On a : 

      
  sin   arcos  

     
          

      
     cos   arcos     sin   arcos             

      
  



        
   cos   arcos  

      
  

   sin   arcos  

         
           

L’ quation diff rentielle devient: 

         
   cos   arcos  

      
  

   sin   arcos  

      
 
 

    
  sin   arcos  

     
    cos   arcos    

                   
                

     
    

               

     
                          

d) R soudre l’ quation        . 

      cos   arcos                
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SUJET B 

Exercice 1 : (6 pts) 

a) Déterminer la solution au problème

homogène:              s n    

       

b) Déterminer la solution au problème suivant:

                         

              

1) So t l’ ntégrale :

    
  

  s n  

  

 

  

        est un no  re réel  

Montrer, en faisant un changement de 

var a le  que l’on peut écr re: 

           
 

 
   

          

 ou C est un cercle de rayon unité centré 

sur l’or g ne  

2) Trouver les pôles         de      et 

 ontrer qu’un seul se trouve à l’ ntér eur 

de C. 

3) Dédu re la valeur de l’ ntégrale I.

Exercice 2 : (7 pts)  

Soit le problème de Cauchy suivant : 









1)0(

)(/2)()('

y

xyxxyxy

a) Ut l ser la  éthode d’Euler pour calculer 

les premières 5 valeurs de la solution

)(xy  de l’équat on d fférent elle )(' xy , en

prenant le pas h = 0.2.

b) En utilisant la méthode de Runge-Kutta

d’ordre    calculer les pre  ères 5 valeurs

approchées de la solution du problème

)(' xy  avec le même pas h= 0.2.

c) Estimer les résultats obtenus si la solution

exacte est 12)(  xxy . Quelle est la méthode

la plus proche à celle de la méthode exacte ?

On donne :

Méthode d’Euler : )(*1 iii xfhyy 

Méthode de Runge-Kutta 4 : ),(1 ii yxfhk   ; 

)
2

,
2

( 1
2

k
y

h
xfhk ii   ; )

2
,

2
( 2

3

k
y

h
xfhk ii 

 ),( 34 kyhxfhk ii   ; 

6336

4321
1

kkkk
yy ii 

Exercice 3 : (7 pts) 

On donne la fonction génératrice des fonctions 

de Bessel d’ nd ce ent er : 

e p 
        

  
          

 

 

    

  

a) En dérivant partiellement par rapport à la

variable t  montrer la relation de récurrence

suivante :

                             

b) En dérivant partiellement par rapport à la

variable x, montrer la relation de

récurrence suivante :

                          

c) En déduire alors les relations de

récurrence :

c1)                             

c2)                              
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Exercice 1 : (6 pts) 

a) 
2022 1
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         (0.5 pt)
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b) tyyy cos102'''   ; 022  rr  ; 1;2 21  rr (0.5 pt) 
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H ececty 2

2

1)(   (0.25 pt) 

tbtaty p sincos)(  (0.25 pt) 

On trouve 3a  et 1b (0.5 pt) 

ttecectytyty tt

pH sincos3)()()( 2
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    (0.5 pt) 

2) iz )32(1   ; iz )32(2   (0.5 pt) 

1;1 21  zz  1z  est à l’intérieur C (0.25 pt) 
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3) )()(lim2),(2 11
1

zfzzizfRésiI
zz




 (0.25 pt) 

3

2
I (0.75 pt) 

Exercice 2 : (7 pts) 

a) La méthode d'Euler: )(*1 iii xfhyy 

1.2 )1/0*21(*2.01)/2(*2.0 100001  yyxyyy (0.5 pt) 

1.3733 )2.1/2.0*22.1(*2.02.1)/2(*2.0 211112  yyxyyy (0.5 pt) 

1.5315 )1.3733/4.0*21.3733(*2.01.3733)/2(*2.0 322223  yyxyyy (0.5 pt) 

1.68108 )1.5315/6.0*21.5315(*2.01.3733)/2(*2.0 433334  yyxyyy (0.5 pt) 

1.82695 )1.68108/8.0*21.68108(*2.01.68108)/2(*2.0 544445  yyxyyy (0.5 pt) 

b) La méthode de Runge-Kutta 4 :

Première étape : i=0 

2.0)1/0*21(*2.0),( 001  yxfhk  
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Deuxième étape : i=1 

1690.0)1832.1/2.0*21832.1(*2.0),( 111  yxfhk  
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Troisième étape : i=2 

1490.0)3417.1/4.0*23417.1(*2.0),( 221  yxfhk  
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Quatrième étape : i=3 
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Cinquième étape : i=4 
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c)  La solution exacte: 

Les valeurs exactes sont: 

 {0, 1}, {0.2, 1.18322}, {0.4, 1.34164}, {0.6, 1.48324}, {0.8, 1.61245}, {1, 1.73205} (1.5 pts) 

D’après les calculs, la méthode la plus proche à celle de la méthode exacte est la méthode de Runge-

Kutta 4. (0.5 pt)  

Exercice 3 : (7 pts)  

On donne la fonction génératrice des fonctions de Bessel d’indice entier : 

exp 
        

  
          

 

 

    

  

a) En dérivant partiellement par rapport à la variable t montrer la relation de récurrence suivante :  

                              

 

  
 exp 

        

  
    

 

  
         

 

 

    

 , 

 

       

   
exp  

        

  
            

          

 

    

, 

               
 

 

    

              
   ,

 

    

 

         
   

 

    

          
 

 

    

            
   

 

    

  , 

Posons       dans la première somme,       dans la seconde, et     dans la 

dernière :          

 

           
   

 

    

            
   

 

    

            
   

 

    

  , 

                               
   

 

    

  , 

Cette série étant identiquement nulle, cela implique : 
                                    

 

b) En dérivant partiellement par rapport à la variable x, montrer la relation de récurrence suivante : 

    
                       

 

  
 exp 

        

  
    

 

  
         

 

 

    

 , 

 



       

  
        

 

 

    

     
               

 

    

, 

 

        
   

 

    

         
 

 

    

     
           

 

    

, 

Posons       dans la première somme,       dans la seconde, et     dans la 

dernière :          

          
   

 

    

           
   

 

    

     
           

 

    

, 

 

                     
          

 

    

  , 

Cette série étant identiquement nulle, cela implique :  
                   

            

 

c) En déduire alors les relations de récurrence : 

c1)  

     
                        

Multiplions par   la relation obtenue au b) : 

                      
        

Faisons la différence entre cette dernière relation et celle obtenue au a) : 

                      
                                   

     
                           

   
                             

c2) 

     
                         

 

Multiplions par   la relation obtenue au b) : 

                      
        

Faisons la somme entre cette dernière relation et celle obtenue au a)  
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SUJET C 

Exercice 1 : (6 pts) 

a) Déterminer la solution au problème suivant:

                       

b) Déterminer les solutions au problème

suivant:

                        

               

c) Soit l’intégrale: 

    
  

  cos  

  

 

  

1) En faisant un changement de variable,

montrer que l'on peut écrire :

           
 

 
   

        

    

où C est un cercle de rayon unité centré 

sur l’origine  

2) Trouver les pôles         de      et

montrer qu’un seul se trouve à l’intérieur 

de C.

3) Déduire la valeur de l’intégrale I.

Exercice 2 : (7 pts) 

Soit 22))2(cos()( xxxf 

a) Montrer que  0)( xf   admet au moins

une racine  r dans l’intervalle [    ] 
b) Donner l’algorithme de Newton 
permettant de calculer cette racine (prendre 

2.00 x ). 

c) Calculer la racine r en utilisant
l’algorithme précédent . 

( 4

1 10:têarrd'critère 

  kk xx ). 

d) En déduire (sans faire le calcul) une
racine  r ’  de  0)( xf    dans l’intervalle [-1, 0]. 

Exercice 3 : (7 pts) 

Les fonctions   et   d’Euler sont définies pour 

    et        par : 

      e   

 

 

        et 

                        

 

 

 

Elles sont reliées par la relation fonctionnelle : 

       
          

      
   

a) Montrer pour        la relation de 

récurrence :               . 

b) Montrer que               . 

c) Calculer l’intégrale :

      
 

    
    

 

 

 

d) Montrer que :

                       

d1) En déduire pour      que : 

       
   

 
              

d2) puis pour        établir la 

relation : 
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Exercice 1 : (6 pts) 

a) 24)()(' ttyty 

t

H ecty 1)(         (0.25 pt)  

pour cbtatty p  2)(  (0.25 pt)  

on obtient 22)( 2  ttty p  (0.25 pt) 

22)( 2

1  ttecty t   (0.25 pt) 

Avec 22)(;1)0( 2  ttetyy t (0.25 pt)  

b) 1;0)12(2'2'' 2,1

2  rrreyyy t (0.25 pt) 

t

H etty )()(    (0.25 pt) 

on pose t

p zety )(   (0.25 pt)  

L’équation différentielle donne 2''2''  zeez tt  

On peut prendre 2)( ttz   (0.25 pt)  

tt

pH etettytyty 2)()()()(    (0.25 pt) 

Les conditions 0)0(' y  et 22)0(  y  ; (0.25 pt)  2  (0.25 pt)  

tt etetty 2)22()(   (0.25 pt) 

c) 1)  






2

0
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d
 : on pose  sincos iez i   (0.25 pt)  

)
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1
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z
z   ; (0.25 pt)  
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1;1 21  zz  2z  est à l’intérieur de C (0.25 pt)  
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 (0.25 pt)  

2


I  (0.5 pt)  

Exercice 2 : (7 pts) 

a) On a  0)( xf  est continue dans l’intervalle [0, 1] (0.5 pt) et  00.8268-)1(*)0( ff  (0.5 pt) et

par  conséquent 0)( xf  admet au moins une racine dans l’intervalle [0, 1] (0.5 pt). 

b) L’algorithme de la méthode de Newton s’écrit :
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2.0
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kk

k

k

kk

xx
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xf
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(1.5 pt) 

c) On Effectue quelques itérations de la méthode à partir du point 2.00 x

( 4

1 10:têarrd'critère 

  kk xx ). 

0.64061 x  ; 0.50222 x  ; 0.51493 x .(3*0.5 pt) 

La racine de la fonction  0))2(cos()( 22  xxxf  est  0.5149r .  (0.5 pt) 

d) En déduire une racine  r ’  de  0)( xf    dans l’intervalle [-1, 0].

)(xf  est une fonction paire, 5149.00)()(  r'rrfrf (2 pt) 

Exercice 3 : (7 pts) 

Les fonctions   et   d’Euler sont définies pour   0 et    0   par : 



      e   

 

 

      ,     et 

   ,           1          

 

 

      

Elles sont reliées par la relation fonctionnelle : 

   ,    
          

      
  

a) Montrer pour       la relation de récurrence :     1         . 

La définition      de la fonction   d’Euler donne pour        1  : 

    1   e   

 

 

    , 

Procédons par intégration par parties posons : 

   e      ,      e           ,            , 

        e   

 

 

         e        
          

  

   e   

 

 

                     

b) Montrer que    ,       ,   . 

Faisons le changement de variable suivant dans la définition de la fonction   d’Euler      : 

  1   ,   1   ,         ,   0    1    1    0, 

   ,           1           

 

 

   1                      1             ,   

 

 

 

 

,        

c) Calculer l’intégrale :

      
 

    
   ,

 

 

 

Posons 

     ,     
 
  ,     

1

   
  , 

      
 

    
   

 

 

   
    t   

 t   
    

 

 

1

 
     t         

 

 

1

 
     t            

 

 

      

 
        

d) Montrer que :

     ,   1        1,     

    ,      
          1 

      1 
  

    1       

      1 
        ,           

d1) En déduire pour    0 que : 



   ,    
  1

 
    1,   1  , 

De b) on tire 

   ,   1  
 

 
    1,   , 

Mettons maintenant      1 on obtient  

   ,    
     

 
     ,               

d2) puis pour        établir la relation : 

   ,    
1         1 

     1        1 
  

   ,   
   1 

 
    1,   1  

   1 

 

    1     1 

      
 

   1 

 

         

     1  

  
   1     1  

     1  
  

   1  1        1 

1        1      1       1 
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