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Fiche du cours

Crédits:04

Coefficient:02

Volume horaire hebdomadaire : Cours: 01h30, TD: 01h30
Volume Horaire Semestriel (15 semaines): 45h

Travail Complémentaire en Consultation (15 semaines): 55h30
Mode d’évaluation: Contréle Continu 40%, Examen 60%
Objectifs de ’enseignement

Initier 1’étudiant aux phénoménes de vibrations mécaniques restreintes aux oscillations de faible

amplitude pour 1 ou 2 degrés de liberté ainsi qu’a I’étude de la propagation des ondes mécaniques.
Connaissances préalables recommandées Mathématiques2, Physiquelet Physique 2
Contenu de la matiére

Partie A : Vibrations

Chapitre 1 : Introduction aux équations de Lagrange 2 semaines
1.1 Equations de Lagrange pour une particule

1.1.1 Equations de Lagrange

1.1.2 Cas des systéemes conservatifs

1.1.3 Cas des forces de frottement dépendant de la vitesse

1.1.4 Cas d’une force extérieure dépendant du temps

1.2 Systéme a plusieurs degreés de liberte.

Chapitre 2 : Oscillations libres des systemes a un degré de liberté 2 semaines

2.1 Oscillations non amorties

2.2 Oscillations libres des systémes amortis

-



Cours de physique 3
Dr AMARI Malika 2023-2024

Chapitre 3 : Oscillations forcées des systéemes a un degré de liberté 1 semaine
3.1 Equation différentielle

3.2 Systéme masse-ressort-amortisseur

3.3 Solution de I’équation différentielle

3.3.1 Excitation harmonique

3.3.2 Excitation périodique

3.4 Impédance mécanique

Chapitre 4 : Oscillations libres des systéemes a deux degrés de liberté 1 semaine
4.1 Introduction

4.2 Systémes a deux degrés de liberté

Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a deux degrés de liberté 2 semaines
5.1 Equations de Lagrange

5.2 Systéme masses-ressorts-amortisseurs

5.3 Impédance

5.4 Applications

5.5 Généralisation aux systemes a n degrés de liberté

Partie B : Ondes

Chapitre 1 : Phénomeénes de propagation a une dimension 2 semaines
1.1 Généralités et définitions de base

1.2 Equation de propagation

1.3 Solution de I’équation de propagation

1.4 Onde progressive sinusoidale

1.5 Superposition de deux ondes progressives sinusordales

-
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Chapitre 2 : Cordes vibrantes

2.1 Equation des ondes

2.2 Ondes progressives harmoniques

2.3 Oscillations libres d’une corde de longueur finie

2.4 Réflexion et transmission

Chapitre 3 : Ondes acoustiques dans les fluides
3.1 Equation d’onde

3.2 Vitesse du son

3.3 Onde progressive sinusoidale

3.4 Réflexion-Transmission

Chapitre 4 : Ondes électromagnétiques

4.1 Equation d’onde

4.2 Réflexion-Transmission

4.3 Différents types d’ondes électromagnétiques

Références bibliographiques:

2 semaines

1 semaines

2 semaines

1. H. Djelouah ; Vibrations et Ondes Mécaniques — Cours & Exercices (site de 1’université de

I’USTHB : perso.usthb.dz/~hdjelouah/Coursvom.html)

2. T.Becherrawy ; Vibrations, ondes et optique ; Hermes science Lavoisier, 2010

3. J. Brac; Propagation d’ondes acoustiques et élastiques ; Hermés science Publ. Lavoisier,

2003.

4. R. Lefort ; Ondes et Vibrations ; Dunod, 2017

5. J. Bruneaux ; Vibrations, ondes ; Ellipses, 2008.

6. J.-P. Perez, R. Carles, R. Fleckinger ; Electromagnétisme Fondements et Applications, Ed.

Dunod, 2011.

~

H. Djelouah ; Electromagnétisme ; Office des Publications Universitaires, 2011.
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Fiche technique du cours

Ce document est destiné aux étudiants de deuxiéme année des filiéres scientifiques techniques des
universités et écoles d’ingénieurs d’ Algérie répondant au programme officiel du module « Vibrations
et Ondes mécaniques » enseignés au semestre trois (3) des filiéres Sciences et techniques et Sciences

de la matieére.

Ce manuscrit contient cing chapitres. La premiére porte sur ’utilisation du formalisme de Lagrange
pour décrire les oscillations des systémes physiques. L’¢tude des oscillations linéaires (de faible
amplitude) libres des systemes a un degré de liberté est présentée dans le chapitre deux. Le troisiéme
chapitre traite le mouvement amorti qui prend en compte les forces de frottement de type visqueux
proportionnelles a la vitesse du mobile.

La notion de résonance consacrée aux oscillations forcées est présentée au quatrieme chapitre. Le

cinquieme chapitre traite les vibrations de systemes a plusieurs degrés de liberté.

Chapitrel: Géneralités sur les vibrations des systemes mécaniques

1.1. Définitions
-La vibration est un phénomeéne physique oscillatoire d’un corps en mouvement autour de sa
position d’équilibre. Exemple: le mouvement d'une balangoire, les ailes d'un moustique vibrent a un

rythme d'environ 100 battements par seconde, ...etc.

-
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-Le type de mouvement périodique se nomme oscillation ou mouvement oscillatoire.

-La vibration d'un systéme peut-étre libre ou forcée.

-Un oscillateur est dit libre s'il oscille sans interventions extérieur pendant son mouvement.

-On appelle mouvement périodique un mouvement qui se répete dans une durée T; la durée T est
appelée période.

-Tout systeme mécanique, incluant les machines industrielles les plus complexes, peut-étre
représenté par des modeles simples formeés de ressort, d'amortisseur et de masse. - Un cycle est une
suite non interrompue de mouvements ou de phénoménes qui se répetent toujours dans le méme
ordre. Exemple: le cycle a quatre temps d'un moteur & explosion. Ce cycle complet comprend quatre
étapes qui se répétent (admission, compression, explosion, échappement).

-Un oscillateur est dit forcé, s'il oscille avec interventions extérieurs (forces extérieures)

1.2. Degrés de liberté et Contraintes

-Le nombre de degrés de libert¢ d’un systéme physique est égal au nombre de coordonnées
linéairement indépendantes nécessaire pour le décrire.

-Les coordonnées indépendantes sont appelées coordonnées généralisées.

-Une contrainte est une relation mathématique entres les coordonnées.

Exemple 1

Particule libre se déplace librement dans I’espace, la particule est libre donc, il n’y a pas de conditi

ons

sur son mouvement (ou pas de contraintes), dans ce cas il est indispensable de connaitre simultanément

ses trois coordonnées X, y et z pour qu’on puisse la repérer, ces variables sont appelées coordonnées

généraliseées.

Exemple 2

Pendule de longueur I, mouvant dans le plan (X y). Ses coordonnées obéissent d’un cOté a la
contrainte :

x2 +y2 =2 (I étant la longueur du fil, | est une constante car le fil est inextensible) et de 1’autre coté,
la contrainte z = 0 (car le mouvement est dans le plan (X y).

On peut constater que x et y ne sont pas indépendants, a partir d’une valeur de X, on peut déduire les
valeurs y et z.

y2=I>+x2etz=0

Une seule coordonnée nous suffit de repérer la particule, donc le systéeme a un degré de liberté et la

coordonnée généralisée qui convient ce systeme est 0.




Cours de physique 3
Dr AMARI Malika 2023-2024

X
1, T ->
i \‘\-.ﬁ
i__)\\
i 6 bm
v

Remarques
-En choisissant d’utiliser les coordonnées généralisées (notées q) dans nos calculs, nous sommes

srs de travailler avec des variables indépendantes.

-Les dérivés des coordonnées généralisées par rapport au temps donnent ce qu’on appelle les
vitesses généralisées.

Cas général

-Pour N particules; la régle suivante est toujours valable:

Le nombre de degrés de liberté = 3 x Le nombre de particules — le nombre de contraintes

NDL =3 XN — NC

Le nombre 3 représente le nombre des coordonnées nécessaire dans un espace a trois dimensions
pour repérer chaque particule (dans un repére cartésienne, on parle des coordonnées x, y et z)

Pour les corps solides, la régle suivante est toujours valable.

Le nombre de degrés de liberté = 6 x Le nombre de particules — le nombre de contraintes.

NDL =6 XN — NC

Le nombre 6 représente le nombre de coordonnées nécessaires dans un espace a trois dimensions
pour repérer chaque point de corps solide (3 coordonnées de déplacement (Xcg, Yeg, Zcg) pPOUr repérer
son centre de gravité, et trois angles de rotation autour trois axes passant par son centre de gravité
pour repérer la position de chaque point de corps

1.3. Energie cinétique d’un point matériel

Un point matériel peut se déplacer sur une ligne droite, et donc la coordonnée q décrit un

déplacement. Dans ce cas 1’énergie cinétique d’un point matériel s’écrit sous la forme suivante:
_1 .2
T = -mq
Si par contre, le point matériel fait une rotation autour d'un axe fixe, la coordonnée q décrit un angle
de rotation, et par conséquent 1’énergie cinétique s’écrit:

T = %mdzq2
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m

La formule md? posséde la dimension d’un moment d’inertie. C’est le moment d’inertie d’une
masse ponctuelle qui se trouve a une distance d de ’axe de rotation.

Exemple : [’énergie cinétique de pendule simple

T = %mlzé2

1.4. Moment d’inertie de quelques corps solide

a) Tige de longueur L et de masse m

1? 12
IAx= IGx=0 IAy= IGZ=m? IGy= IGz=mE
v
L
A G B ~
e o
b) Cercle de rayon R et de masse m
y
RZ
IGx = IGy = m7 IGZ = mRZ

]
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c) Disque de rayon R et de masse m et cylindre pleine

=)

H)

IG_

X

d) Sphere creuse de rayon R et de masse m

— _ _ 2 2
lg, = IGy =1, = 3 mR
e) Sphere pleine de rayon R et de masse m
_ _ _ 2 2
Ig, = IGy =1, = 3 mR
1.5.Changement d’axe de rotation (Théoréme de Huygens ou théoréme des axes paralléles)

On passe du moment d’inertie autour d’une droite au moment d’inertie autour d’un axe parallele

mais passant par le centre de gravité G du solide (figure), et inversement, par la relation:

I = I + md?
Exemple : moment d’inertie d'une tige de langueur L et de masse

M par rapport a un axe passant par son extrémite.

-
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1
I/CG = E m LZ
1.6.Energie cinétique d’un corps solide

a) Méthode directe

On peut se servir d’un calcul direct pour trouver 1’expression de 1‘énergie totale d’un systéme.
1, .o
T = E I /AC[

I/ estle moment d’inertie du corps par rapport a I’axe réel de rotation.

Exemple : Calculer 1’énergie cinétique d’un pendule formé d’une barre de langueur L et de masse

homogéne M tournant autour un axe passant par son extrémité

T =310 = 2 (MI?) 62 = T M1?6?
2 2\3 6
b) Méthode indirecte

En partant de la relation précédente de 1’énergie cinétique
1 .
T = E I /Aq 2

En substituant le moment d’inertie par son expression dans I’expression de 1’énergie cinétique, on

obtient.
1 2 + 2 1 .2 1 2.2
T = E(ICG + md*<)q =EICGq + 3 md-q
La vitesse linéaire du centre de gravité est donnée par v., = dq
Nous obtenons donc

T_l

2, 1 22 _
_Emvcg + EICGq = Ttran + Trot

.
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1 ' . . .
Tiran = Sm veg” estI'énergie cinétique de translation pure du centre de gravité.

Tror = %ICGQZ est I'énergie cinétique de rotation pure autour du centre de gravité.

Donc |’énergie cinétique totale d’un systeme de points matériels est égale a la somme de [’énergie
cinétique de translation du centre de gravité T;,.q, et de [’énergie cinétique de rotation autour du

centre de gravité T,.,;.

Exemple : Energie cinétique d’un disque qui se déplace sans glissement sur une ligne droite.

(o)
\(}/ )(b

T=T

fran

s

La condition de roulement sans glissement nous donne

—_— -

x= 0l = IM = R0
et la vitesse du centre de gravité
dx ;
ch = E = RO
Tiran = = Mv%, = -~ MR?6?
tran — Veg = 2
E = 2 1), 62
t Trot -5 I/cg
Avec I, est le moment d’inertie du disque par rapport a l’axe qui passe par son centre de gravite.

_ 1 2
Licg = EMR

Donc T == MR262 + 1 (1 MRZ) 62 =3 MR262
2 2 2 4
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Exemple 2

Calculer I’énergie cinétique d’une tige par rapport a un axe passant par son extrémité en utilisant le
calcul direct et le calcul indirect.

a) Calcul direct : L’énergie cinétique de la tige

T=21,0%=3(3M17)62 = = ML?6?

b) Calcul indirect : le mouvement peut étre décomposé en une translation du centre de gravité plus

une rotation autour du centre de gravité

T = Tiran + Trot

La masse étant homogeéne, son centre de gravité se trouve au milieu
S P AV YV S S .y N Sya s .y
Trran = 2M(z) 0 =2 M- 6° = 8MLH
L’énergie cinétique du mouvement relatif autour du centre de gravité
1 A 2
Tror = El/cgg

Ou I, estle moment d’inertie de la barre par rapport au centre de gravité.

Loy = [dmi? = [2d112 = 2283 =hE+Y) == =t
/eg — m _%L 3 _TL_3 - - 12 12

Donc I’énergie cinétique de la barre est
T=2(G+ —)ML262

2 ‘4 12
Remarque

Evidemment le choix de la méthode de calcul dépend de la complexité du systéeme étudié.

-
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Pour les systémes constitués des disques en mouvements, il est préférable d’utiliser la méthode

indirecte.

1.7. Energie potentielle
6.1. Energie potentielle gravitationnelle: est I’énergie due au champ gravitationnel, et cette énergie
dépond d’un choix arbitraire du niveau zéro de 1’énergie potentielle.

Centre de gravité est au-dessus du niveau V=0
m
-

?
I
:
I
h
:
|
I
I
|
|

V=mgh+C

C est une constante que I’on peut déterminer a partir d’un choix arbitraire de niveau zéro de
I’énergie potentielle.

h est la hauteur de la masse par rapport au niveau zéro de 1’énergie potentielle.

Pour h = 0, nous avons choisi V =0, et donc C = 0.

Centre de gravité est au-dessous du niveau V=0

=0

A — —

3@

V=-mgh+C

Le signe (-) s’ajoute car le centre de gravité de la masse est au-dessous du niveau zéro V=0.

Dans ce cas aussi la constante C=0 lorsque h=o.

Remarque

Dans les calculs, la constate C disparaitra par dérivation par rapport au temps ou par soustraction, car
on ne s’intéresse généralement qu’a la différence entre les énergies potentielles associées a deux
points de I'espace.

Energie potentielle élastique : C’est [’énergie potentielle emmagasinée dans un ressort, en

allongeant ou en compressant ce dernier par rapport a sa langueur a vide.
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V= % (allongement ou compression)? + C

V==>Kx2+C V=-Ky+a)?+C
K : est la constante de raideur du ressort (N/m)

a : est ’allongement du ressort jusqu’a la position d’équilibre.

V=2Co2
2
C (N/rad) est une constante de torsion

L’énergie potentielle d’un systéme oscillatoire linéaire est proportionnelle au carré de la variable q,
soit V = %K q?
1.8. Equilibre d’un systéme

On dit qu’un systéme est dans un état d’équilibre si la force résultante exercée sur le systéme est

nulle Y F=0

Le systeme est alors soit au repos, soit il effectue un mouvement rectiligne uniforme (c’est le

principe d’inertie)

Pour un systeme conservative  F = —gradV
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a la position d’équilibre (qo) la forceestnulle F =0 = Z—Z =0
do

=0
do

.. . o yrers 92
Cette position correspond a une position d’équilibre stable lorsque a_qz

" T . a%v
Ou une position d’équilibre instable lorsque Fyes <0

qo
Position d'équ"ibre Position d'équiilibre
stable instable
Position d'équilibre stable Position d'équilibre instable

Dans I’exemple 1, I’expression de I’énergie potentielle s’écrit

V = —mg cos (6) et léquilibre 5~ = 0 donc mg sin(8) =0 =6 = {2 ou

2
v = mgcos(0) = 0 = équilibre stable
00%lg—¢
a%v Yy s .
= mg cos(0) < 0 = équilibre instable
062lg=r

Pendule oscillant vertical
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Z 772 pzzzzzz2% 224

Kk %
osition ' 3
s'équilibre v (O

%
a
hors équilibre

V= -Mgx+ ;k(a+x)2+C

av_g _
Pl 2k(a+x) Mg
A I'équilibre

x=0

C'est la condition d'équilibre de ce systemee

Condition de roulement sans glissement

La condition de roulement sans
glissement est donnée par:

A
[I]\=I'M
RO=r(0+¢)

1 1
T = §1¢2 I= EM(R—r)2 s RO=1(0+¢); ¢ =

(R—17)0

r
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Chapitre 2 : Mouvement oscillatoire libre non amorti & un degré de
liberté

I11.1. Introduction

On a vu dans le chapitre précédent le formalisme mathématique qui nous permit de calculer les
énergies cinétique et potentielle d’un corps solide, mais notre objectif final consiste a savoir la
position, la vitesse et 1’accélération de chaque point de ce corps par rapport a un repere choisi en
résolvant 1’équation différenticlle du mouvement. Pour aboutir a un tel objectif nous allons adopter

un formalisme mathématique extrémement efficace appelé le formalisme de Lagrange.

11.2. Principe de moindre action

Ce principe révéla toute sa valeur grace aux travaux d’Euler, Lagrange, Jacobi et Helmholtz.
Un systeme physique évolue d’une configuration caractérisée par un ensemble de valeurs de
coordonnées a l’instant t1 vers une configuration caractérisée par un ensemble de valeurs de

coordonnées a I’instant t, de telle facon que I’intégrale.

2
szsz(qp_,qN¢h,m,qN)dr

I

Prend la plus petite valeur possible. S et L s’appellent action et fonction de Lagrange,
respectivement.

Avec

L(q;.q;)=1-V
Est appelé le Lagrangien du systéme.
Ou T et V sont les énergies cinetique et potentielle du systeme.

En mécanique, le principe de moindre action affirme qu'un corps prend la direction qui lui permet de

dépenser le moins d'énergie dans I'immédiat.

Lorsqu’on laisse le principe de moindre action conduit notre voiture, il va sans doute forcer la

voiture de prendre la trajectoire de telle sorte que la consommation en carburant soit minimale.

I1. 3. Equation du mouvement (exemple : pendule élastique)

.
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Une masse ponctuelle m suspendue a un ressort vertical de constante de raideur K. La position
d’équilibre correspond a x=0.

Le Lagrangien du systéeme

L=T-V

- Energie cinétique

S
oy
s
oo,

|
LU

M
|
|

)

AR
| | J-l I|I.,II llul 1 II|I|||I I':

J

\ |,| I|I

""'n il

FI II. .Il |I. .I

Ao N
LY

position
d'equilibre

AT

l x(t)

hors équilibre

=

1 .,
I'=—mx~

Energie potentielle

V=V +V,= —mgx+%K(a +X)
A 1’équilibre

{%}FD =0=(mg—ka)=0

En incérant la condition d’équilibre dans I’expression de V, on obtient

T/'=%Kr2+(?

Le Lagrangien L est donné par la relation L=T-V.

L=Los —[lxxz +c1
2 2 |

Pour un systéme a un degré de liberté I’équation du mouvement est

d@Ly oL
dt ox ox

=0

On trouve une équation différentielle linéaire de 2'*™ degré et sans second membre (homogéne).
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+—x=0=x+apx=0
m

L’étude mathématique des équations différentielles permet de montrer que la forme générale de
la solution est :

x(f) = Ae” Ou A et rsont des constantes = x(f)=Are” et i(t)= Ar’e”

En substitnant dans 1’équation différentielle. on trouve I’équation caractéristique et sa solution
donnera les valeurs de r:

i m§ =0 dont les solutions sont n=im, et nr=—iw,

La solution générale x(t) est alors une combinaison linéaire des deux solutions :

x, () =4 e x()=4e ==x(t)=4eY +4e™™

Ou, A1 et Az sont deux constantes qui sont déterminées a partir de deux conditions initiales.
Pour obtenir une forme simplifiée on choisit d’utiliser deux constantes C et ¢ qui sont reliées a A et Az

par les relations
4 IC"‘“ t A IC""‘”
=—Ce e =—Ce
2 )
On obtient la solution
C

I‘[f} =_'l|: ?f('ﬂnf"‘?} +€_f':%f+¢’]:}
2 "

2eos{ayt+@)

x(t) = C cos(ayt + @)
Cette solution générale peut également se décomposer sur la base de ces deux solutions
x(f) = B, cos(@yt) + B, sin(a,t)

Ou le module C est

B,
C=+B+B] et tan(p)=——2.

B,

La forme de la solution la plus utilisée dans les livres de physique est

x(t) = Ceos(w0t + @)
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Les constantes C et @ sont déterminées a partir de deux conditions mitiales :

Pour les conditions initiales :
{x(ﬂ) =X, {x,:, = Ccos(@)
r=oy . .=, :
x0)=x [x=—aCsin(e)
On trouve :

I1. 3. Approximation de faibles oscillations (Amplitudes)

Lorsqu’on se limite dans le cas des faibles oscillations, nous appliquons le théoréme de Taylor

£(x) = £(O) + x£'(0) + ‘;—.‘ £70) + - - -

2 3
siné = sin0+acoso+%(—sin0) +%(cos0)---

az 83
cos 8 = cos0 + 8(—sin0) +;(—cos0) + a(sino)“ .

Généralement dans nos calculs, pour la fonction sinus on se limite au deuxieme terme.

Exemple
sin & & & sin & = &
<<= & 6 <<= e sin(2°) = sin(0.034888rad) ~ 0.034880
cosf 11— cosf@=1— 5
Exemple d’application
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Exemple d’application
EFS 2016

Le systéme ci-contre, est constitué de deux tiges
perpendiculaires et de masses négligeables. my
my et my sont des masses ponctuelles, m;y est
reliée a my par la tige de langueur L. mjy est
fixée a4 l'une des extrémités de la tige de
langueur . Tout le systéme peut osciller (faibles
oscillations) sans frottement autour d'un axe
tixe passant par O. Un ressort de constante de
raideur k est attaché a la masse my. A Péquilibre
0=0. le ressort est déformé par AL,

1) Déterminer la condition d’équilibre et la condition de stabilité a partir de 1’énergie potentielle.
2) Utiliser la condition d’équilibre pour donner une expression simplifiée de 1’énergie potentielle.

3) Donner I’expression de I’énergie cinétique du systéme.
4). Etabilir I’équation différentielle du mouvement. Discuter la solution de I’équation différentielle.

Solution

1) Energie potentielle
L. L. 1. I )
V=V_+V 4V +V, =—mg Esm(ﬁ?} +m,g Esm(ﬁ} +m g cos(0) +E§: {E§+ Al)

2

a

sin(6) ~ 6 cos(6) ~ 1_?
1| kL ) L L L

V=-|—-mel|@+ meg—+k—A-meg—|0+C
2|: 1 1& :| { )4 2 2 1£ 2}

+ Condition d'équilibre :

s =D:>m3g£+k£.&f—mlg£=0
08 |oy 202 2

Condition de stabilité
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v > ng—m}gﬂv 0
o6 4

2) Expression simplifiee de 1’énergie potentielle

1| kL*
V== —— /18 +C
2|:4 m3_g:| +

3) Energie cinétique
1 (LY 2.1 (LY 5,1 :
T =T,,+T, ,+T,, =_m1{—] 192+—m,[ J G+=m, G
R ) 72 2

?
2 2 )
r=1 m, L +m, L +m,i* |6
2 2 2

4) Equation du mouvement

Solution de I’équation du mouvement

-Lorsque I'équilibre est stable |, la solution est : 8(f) = C cos(ayt + @)

-Lorsque 1’équilibre est instable, la solution est : 6(f) = Blé‘aht + Bze_a’“t
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Chapitre 3 : Mouvement oscillatoire libre amorti a un degre de
liberté
Définitions :
Amortisseur
Un amortisseur est un dispositif servant a amortir le mouvement, il est constitu¢ d’un élément (ou
deux ¢éléments) mobile a I’intérieur d’un récipient contenant un fluide visqueux.

(a) x(t) (b)

2 . X ;{[t;l xg (t)

%Ila ‘a

Si le corps se déplace avec de faible vitesse, la force de frottement est donnée par :

-Cas (a) S =—cx (xestlavitesse relative de la partie mobile de 'amortisseur par rapport
a la partie fixe.

-Cas(b)  fr=-a(x;—x;) (X —x,)estlavitesse relative des deux parties mobiles de
I"amortisseur 'une par rapport a |’ autre.

ou «est appelé coefficient de frottement. L'unité de o peut étre déterminée a l'aide de

I’équation aux dimensions : [o.f] = % = ﬁfg_; =MT
v A

Dans le cas (a) la force de frottement peut étre écrite comme la dérivée par rapport a la vitesse d’une
fonction qu’on appelle fonction de dissipation D.
cD 1

- D=—o’
/s & 2

[11.2. Equation du mouvement d’un systéme amorti

L’équation de Lagrange d’un systéme amorti a un degré de liberté est donnée par :

d oL. oL D oV oL o(T-V) oV
—(=) —— = —— &mi= —— +Zfﬁomm car —=———=——

i ox ox _ox & ox ox ox
rﬁa men.smm ij;nwan vfmmﬂwrw

MA= T consamase T ZS potanant = Zf atirieure C’est la 2" loi de Newton
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Exemple (pendule élastique)

| 1 1 .,
T=—mx V =—kx’ D=—gox
2 2 2
X
a ]
k m

On obtient 1’équation du mouvement suivante
nmx +ox+kx=0

On peut I'écrire sous la forme

.. : 2
x+2Ax+aw, x=0

L g . . o
ou Aest appelé le facteur d’amortissement, avec 1 =—

2m

. 2 _k
systéme., @, =—.
m

et @,est la pulsation propre du

On remarque que A est homogéne a I'inverse d’un temps et son unité est s Plus 1 est grand,
plus I’amortissement est important et plus I’oscillateur s’arrete vite.

I11.4. Solution de I’équation du mouvement

On cherche une solution de la forme

x(t) = Ce"

De I’équation du mouvement on déduit 1’équation caractéristique

.. : 2
x+2Ax+aw, x=0

La solution dépend du discriminant réduit A = A% — &)02 . On distingue trois cas possibles, selon

que A est supérieure, inférieure ou égale a w, .

Premier cas : Amortissements grands (systéme suramorti ou apériodique)
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A >,

Dans ce cas, I’équation caractéristique posséde deux solutions réelles et négatives

_ [ 22 2
ru——/li A —®,

La solution générale x(t) s’écrit comme combinaison linéaire des solutions correspondantes a chacune
des valeurs de r:

if G1d
x(r) =Ce” +C,e”

Les constantes C; et C, peuvent étre déterminees a partir de deux conditions initiales.
Puisque les valeurs r; et 1, sont négatives, la solution x(t)= 0 quand t=w. Ce type de mouvement
est appelé mouvement amorti apériodique.

x(t)

mouvemenit amorii apériodigue

Deuxiéme cas : Amorfissement crifique

A =, L’équation caractéristique possede une racine double : n, =7, =4

La solution générale s’écrit: x(¢r) = (C, + C,t)e ™

Demonstration

On fait le changement de variable suivant :

() = x+ Ax :},%y(r) =X+ Ax
3

L’équation différentielle devient
X+2 )..:‘r+::-.a321=0

+Av(@) =0 F+Ax+A(Z+Ax)=0 car A*=wm,

dy(7)
dr

Pour résoudre cette équation, nous cherchons les solutions du systéeme d’équations suivant
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DD vy =0 .. @D
dr
yv(r) =x+ Ax e 2D

De I’équation (1), on trouve
() =Ce™

La solution de la deuxieéme €équation du systeéme s’€crit
x() = C(He™

En injectant cette solution dans 1’équation différentielle de x(t), on tire que

% =C,. Dot C(t) =C, +C,t

C’est-a-dire que la solution générale est

x(2) =(C, + C,p)e ™™

Dans ce cas, le mouvement est aussi apériodique. Cet état du systeme s’appelle état critique
b.

x(t)
Remargue
Dans 1'étar critique mouvement amorti critique
x(7) rend vers O plus vire
qire Iérar apériodigite

(amortissements grands) . \

Troisieme cas : Amortissements faibles (systéme sous-amorti ou pseudo périodique)
A < w,

L’équation caractéristique admet deux racines complexes

. 2 2 .
1o =—AxiNo, —A =—Atio

[ 2 2
=\, —A

Est la pseudo-pulsation

La solution générale est pseudo-périodique (voir le graphe ci-dessous), elle est de la forme

x(1) = (Ce”" + C,e " )e ™ = Ce ™ cos(a't + @)

Ccos(@'t+@)
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La pseudo-pulsation du mouvement est plus petite que la pulsation propre du systéme non
amorti. '@ < @, .

On parle de régime pseudo-périodique car le mouvement a une certaine régularité, car le temps
qui s”écoule entre deux maxima successifs (pseudo-période 77/ ) est constant (figure).

- - ;2 > >

@' = {w,m — A

mouvement amorti pseudo-périodigue

r
Conditions initiales
x(1) = Ce ™ cos(a't + @)
(1) =—Cle ¥ cos(@'t+@)— Co'e ™ sin(e@'t + @)
x(0) =x, x(0)=Ccosg@=x, D
t=0=+ . L= . . .
x(0) = x, x(0) = —CAcos(p) —Cao'sin(@) = x, (2)

2
cos’ (@) +sin’ (@) =1 = sin(p) = 4f1—cos’(@) =,[1—- é'oz

x,
5 cosgp="2

(1) = cos @ = Xo (&
[ p—

—
(2) = —Cacos(p) — Car'y[1 —cos® @ = %, —@ﬂx—@‘]—\f(?zm' 1—(%0] = x,
o
(2) = —Ax, — (o’.,/Cz -x,. =x

o
— PR
2, L2C,

= e =
P> P>

2) — A cos(w) — Ceo»' sin ) _ X A o tan(e) — Xg
(1) Ccos @ Xg g
—1| x4
tan(g) = . + A
' | g

111.5. Décrément logarithmique

On definit le décrément logarithmique Din qui représente la décroissance de I’amplitude a une seule

période
Dy —in(—XO_y_
x(z+T")
—Ar ' .
D, = In( x(2) I _g(zi cos('t + QJ) _ a7’ car 7' — 27
x(t+T") Ce™" D cos(a'(t+T") + @) o'




Cours de physique 3
Dr AMARI Malika 2023-2024

T estla pseudo-période du systéme.
Aprés n pseudo période T'. le décrément logarithmique est donné par :

D, = 1 ln(L), = AT
] x(t +nI")

Réciproquement. on peut déterminer la pseudo-période T/ en fonction du décrément

logarithmique Dy :

2 2 2

o' = . , D
“o ) =T =T, 1+—=
D, = AT 47

I11.6. Energie mécanique d’un oscillateur amorti

L’énergie mécanique du pendule élastique est la somme des énergies cinétique et potentielle.

E= 1}:3;3 +lm;562
2 2

x(f)=Ce ¥ cos(@'t+@) et x(t)=—Cle ™ cos(@'t+¢@)—Co'e ™ sin(w't + @)

(1) =—-Ce™ [/‘, cos((o't+@)+w'sﬁ1(m'x+rp)] avec A=1+0" =0, e tama =i|
Azn(@'t+@+a) @
On trouve done : ¥(?) = —Coe™ sin(@'t + @+ o)

1 1 (K .
E= ;KCZE"M cos’ (@'t + @) +?mC2t — je‘w sin“ (@'t + @+ a)
L vm )/

£

1 ; 1 s .
E=— CZE_ZM[COSQ(MT+{;J)+Slﬂ2{a)'t+g‘)+a’)]=; Cze'w[]—sm‘(ro'r+:p)+sm2((o't+fp+a)]

E :%KCQQ_“” [l+[sin(a)'f +@+o)+sin (@'t +@))(sin(@'t + @+ ) —sin(@'t + @) )]

+ _ —
On utilise les formules tngonométriques: si.na’+sin,5=2aina—2'8cos szﬁ et smna —sinf=2sin Cf_zﬁ cos & ; g

=

A .

1 r s i Y 4 i
E=—KC%# 1—[ 254.11(.&)'1+<;J+E)c0:=.E ” 2c05(m'1+@+£)5m{£)
2 N 2 2 ) 2 2

r r A

1 ) ( ) 3
E=—KC% |1+ 25111(&)'I+<;J+E)cos(a)'r+(p+gj |2cosgsm{£)|
2 2 27| 27 27
v S

. @ -
sin 2{ @' f+@+—) ! sma
3 y

Nous obtenons 'expression finale de I’énergie mécanique.

E =%KC26_2M [1+si_ua><sin2(m'z+(p+%)}

I11.7. Facteur de qualité
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On appelle facteur de qualité Q le rapport entre I’énergie mécanique et la perte d’énergie
dans une pseudo période.
E(t
Q=2 ;r#
E(t)-E(t+T")
Q est une grandeur physique sans dimension.

Ona:

1 2 =2 . .
E@+T)==KC?e )| 14+sinaxsin2(o'(+T")+ <p+(—x-)
2 —_— 2

X
I+—2 -
@

Nous trouvons donc :

- E(t) 2
= EM)-E(t+T") 1-e&7

Dans le cas des faibles amortissements : A<<o’=\/wy? — A2 ¥ w,
212 ;

E A
E=l+e=>e T ne ®x1-475
@
On trouve finalement I’expression du facteur de qualité dans le cas des faibles amortissements
Q= Do
24

Ce facteur est d’autant plus grand que I’amortissement est faible, et il est d ‘une tres grande
importance pour les ingénieures, parce qu’une grande valeur de Q (amortissement faible),
peut provoquer la destruction des batiments et des ouvrages d’art comme les ponts  ( voir le

prochain chapitre : phénomene de résonance).

B
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Exemple d’applicafion
Pour le systéme ci-contre

1} Donner la condition d’équilibre
s1 1"équilibre correspond a 8=0.

OA=LI3
; e . —E 0B=2L/3
2} Trouver I’équation différentiells = .
due mouvement .,;z !
Solution — 7 -
1 1 L
V, ==ka +4,57 a=—
CR— il =) 173
1 2 2L
F, =—kla,+d,6) dy =—
L, =5kl +di8) =3
I, =—-mglL?d

Cendition d " éguilibre
kdya, + kdya, = mgl
1 - 1 2 1 2
V=—Kk{d,f) +—(d,5) =—L(k +4k,)¢
2 2 18
T =Lmré?
2

D=Ltar?4?
)

Equation du mouvement
.- . 1 .
mL'8 + ol 8 +§L‘ (k +4k,)8=0

S+21F+wi8=0

- i, + 4
;i=ir-_1,;=(] 1)

2m S

E
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Chapitre 4. Oscillations forcées a un degre
de liberte

1. Introduction

Si l'en weunt que les oscillations se maintiennent avec la méme amplitode, i1 faut
continuellement fournir av systéme voe guantité d’énergie égale a celle perdue i cavse des forces
de frottements, autrement dit, il fant appliquer une fore extérieure, et les oscillations dans ce cas
sont appelées oscillations forcées.

En général. on définit une oscillation forcée, tout systéme en mowvement soumis a 1"action d une
force extérieure F(t) variable.

Exemple : mouvement sismigue
Un immeuble modélisé par un systéme masse-ressort subit 4 un mouvement
sismique sinusoidal de la forme : xs5(#)=acos(@2f), a cause de la propagation de ce

mouvement une force Fit)=Fgcos(21) est appliquée a la masse m.

Epicentra du

seisme .
1 p— =a :i:fsiﬁt‘.' K{t}
111 5 -

|1 It | Il
'::' I'.-I 'I.'I I'.-' I',' 'I.'I I'.-' 'I.-I 'l.-l I'.' ) Wy
l—

Fitj=Facosic
Energie cinétique

r=Lm?

Energie potentielle

1 2
F=—Fk(x—x
> (x—x,)

L’équation du mouvement de ce systéme s’écrit:

d aL, &I . kR
SE-Z==F) =  i+—x="cos((¥)
dt ax X m m

31

N
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2. ]::quatiﬂn du mouvement (masse-ressort-amortisseur)

L équation du mouvement d un systéme force est donnée par 'équation :

L& L2 ko

dr aq &g aq

Ou, F(t) est appelée 1a force généralisée, elle est donnée par la relation.

F.‘,(f}=F_(fij—;

* T estle vecteur qui repére le point d’application de la force extérienre.

¢ Lorsque g décrit un déplacement, la force généralisée est la force exténienre appliquée an

systéme.

¢ Lorsque g décrit une variable de rotation (angle), la force généralisée dans ce cas estle

meoment de la force extérieure appliquée av systéme.

Exemple : Pendule élastigne horizontal

L équation du mouvement de ce systéme est :

Lil0)

m

o JF
A=— & ay=,—
2m m

¥4+ arx=

@

L équation différentielle (1) est linfaire non homogeéne (avec second membre) a

coefficients constants.

3 .Solution de I’équation du mouvement

La solution générale de 1'équation (1) est la somme de la solution de 1'équation

homogeéne xy ( sans second membre )} ef la solution particuliére
différentielle avec le second membre x,

x({)=x,(@)+x ()

de 1'équation

32
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3.1. Régime transitoire (début du mouvement=> xg(t)=0)
11 faut signaler qu’au début du mouvement la solution xz (7) n’est pas nulle et 1a
solution générale est la somme de Xy et X, on est alors dans le régime transitoire.
x@)=x,@)+x ()
I’expression de la solution homogéne xy dépend du A’ , mais dans tous les cas xy tend vers zéro
apreés un certain temps (voir les figures).
¥+2/x+a@,x=0 Xy — ()
x(t). o EPpT X() | Régime critique : Régime pseudopériodique
Régime apériodique . a q X gime p P q
1
I‘._' ".I
\ >
N N r
T - t S~ « t
3.2. Régime permanent ( solution homogéne tend vers zéro)
Au fil du temps la solution homogeéne xg( t ) tend vers zéro, donc il ne nous reste
comme solution que la solution particuliere xp (£ ) .
x(t)=x, (0 +x,(f) Aprésune courte durée x(f)=  x,()
regime  parmanns
regime  pramsitoire
xX(t)=xp(t)
3.3. Methode des nombres complexes
La méthode des nombres complexes permet de transformer I'équation différentielle en une
équation algébrique.
Méthode des nombres
complexes
Equation différentielle [ > Equation algébrique
La force extérieure est une fonction périodique du temps de pulsation() .
F(t)=F, cos(¥)

5
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La notation complexe de la tforce est :
F()=Fe~ avec F(f)=F,cos(C¥)= RE[FD{_,L”‘]

Re : signifie la partie réelle du nombre complexe.
On cherche une selution particuliére de la méme forme que le secend membre de 'équation

différentielle

x(f) =x,cos(Qr+@) Sanotation complexe est  x(f) = x,&' > = 1% ™
-~ L i J

On pose :

X, = x,e"
Alors, on peut écrite !

x(f) = X e™
En substitvant 'expression de xyf) dans 1'équation différentielle (1), on trouve la solution
complexe :

£
X, = m , =XE"T

— —— & X
— (o -0+ 25400 —

On cherche le module et I’argument de ce nombre complexe :

5 5]
m m |

- |t %)+ 2010 o g-ugumani(Ly) ue [ -0 +200]
On pewt écrire ;
‘;"=”ﬂxﬂ:ﬂf’g[i}—ﬂiﬁ[(nﬁ—ﬂ3}+zf,m:|=u—man_ ?D}
- |

Le module de ce nombre complexe donne la valewr de xp et son argument donne la valenr de ¢ :

F, 1 F 210
rﬂ = - EEE] . _ A F-'I:_m-‘:tm.ﬁ 4
N O | —CY |

34
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4. Variation de I'amplitude en fonction de la pulsation

Lorsqu’on varie la pulsation de la force excitatrice, 1’amplitude x atteint une valeur maximale

lorsque la dérivé de xgpar rapport a Q est nulle.

Xo
.
E 2 = i Ko S~

2220[ 07—y +247 |
ﬁ ot L [ ’0 — = 0 /
dQ 2 iaia:aonas / \

[((oo -Q7) +44°Q) |2 C S | g S \
11 existe un maximum a la pulsation de résonance Qg [ = Pt \
seulement si la condition de résonance est vérifiée : / )

\->\‘\
@y > 247 = QR=,’(05—2/.‘ :

ol On o

On constate sur la figure que amplitude xp est d’autant plus importante que la pulsation de la
force extérienre est proche de la pulsation de résonance.

Remarque

Dans le domaine du batiment et/ou du genie civil, si la pulsation de résonance du résonateur
(batiment, pont...) coincide avec la pulsation de I’excitateur ( vent fort, tremblements de
terre... amplitude du résonateur peut prendre de trés grandes valeurs, et cela peut provoquer
la destruction des batiments et des ouvrages d’art comme les ponts. On peut citer comme
exemple : le 7 novembre 1940, le pont de Tacoma Narrows s’effondre sous action du vent.

35
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5. Variation de la phase en fonction de la pulsation

¢
Nous avons déja calculé o
@ = —arctan i = tan(—g¢) = i

oy — 0 oy — O

Pour les faibles amortissements, ona -

A <=l ey =02 =-.,|||r-.:§ —2it = iy

On peut tracer la variation de ¢ en fonction de -
£ en servant du tablean suivant -

0o 0 g +o
o 0 -2 -1

Pour pouvoir diminuer 'amplitude de résonance, on essaye

de diminuer la valeur du facteur de gualité Q) .

°Tora
AQ=0,-0,; =2k est appelé la bande passante.
Lorsgue le facteur d’amortissement augmente
la bande passante aungmente et le facteur de qualité diminue,
et par conséquent 'amplitude de vibration diminne

eégalement (figure).

Les pulsations £ et {22 sont appelées les pulsations de coupure, pour lesguelles :

%p(0) = % (€2 ) ===

J2
6. Analogie electrique

Des systémes mécaniques peuvent étre représentés par des circuits électriques analogues.

On constate que la relation entre le courant électrigue 7 et la charge électrigue g est exactement de

méme nature que celle qui existent entre la vitesse v et la position x d'un systéme mécanigue :

=d_q ar v=E
dt dr

i

36
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Amnalogie force tension : Un prend 1'exemple survant :

Fit) ) L
a — ] AN,
| H L "
ko H m €= o)
—( (00 T !
c

En appliguant le formalisme de Lagrange: En appliquant la ot des mailles, on trouve:
¥ +rx + k= Fir) Lg+Rat %g =git)

Sur le plan mathématique, les denx équations différentielles sont parfaitement analogues -

Par identification. on peut facilement résumer les relations d’éguivalence entre les deux systémes

dans le tablean suivant :

Svstéme mécanique | Svstéme électrigue
Masse (m) Bobine (L)
Amortissenr (a) Eeésistance (B)

Bessort (k) Condensatenr (1/C)
Vitessze w(t) Courant /1)

Force extérienr Fyt) Tension ()

Motenr Génératenr de tension

7. Puissance fournie et puissance dissipee
¢ Puissance fonrnie par la force extérienre
La puissance fournie par la force extérieure peut étre calculée i partir de la relation :
Fe (1) = £, (0 ¥(@)
Fext - est 1a force extérienre appliquée sur le systéme.
¥(t) - est la vitesse du point d’application de la force extérienre.

Dans le cas on -
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vit)=x(t) avecr x(f)=x,cos({l+g)
La puissance instantanée fournie par la force s’ écrit -
B, (t) = —F;Cx, cos(Q)sin(Qf + @)

Sa valeur moyenne est :
17 i
{.F} m} = }1[ —F, (0, cos(Q) sin(Qf + @)dt
0

# Puissance dissipée par 'amortisseur

Cette puissance est donnée par la relation
P () =av,' =ax = P(f)=ax,(¥ sin’ (O +g)

La puissance moyenne dissipée
.
{P.()) =%j cexa Y sin’ (Cf + @)dt
]

On trouve aprés le caleul :
1 2.2
F =—arxply
{ u(‘ﬂl} 3 (]

8. Impédance électrique et impédance mécanique

L'impédance électrique est une grandeur qui caractérise la maniére dont le circnit freine
le passage du courant en donnant le rapport qui existe entre la tension de la source et le courant
résultant.

Lorsqu’on utilise la notation complexe du courant électrigque
i =Iﬂg|!'h-
L'impédance électrique est définie par -

Z=

+ Reésistance

+ Bohine
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+ Condensateur

1 I ¥
Ec~=i=_ ddi=———= ===
T inc I

On cbserve clairement le déphasage entre le courant et la tension lorsqo’on wiilise la notation

complexe :
Z,=R=Re"
Z, =iQL =0QLa™"?
1 1 —iri 2

o= =——2
—inc nc
Par analogie, on peut définir anssi I'impédance mécanigue par la relation suivante :

_E®
o)

+  Amortisseur

"y
E

+ Ressort

kg™ Kk
gt De.ny ==
e ]
# Dlasse
v ¥
i L
z-"Y im0
v
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Chapitre 5: Mouvement oscillatoire a plusieurs degrés de liberté

5.1 Definitions

Les systémes a plusienrs degrés de liberté sont des systémes qui nécessitent
plusienrs coordonnées indépendantes. Le nombre de degré de liberte détermine le
nombre d’équations différentielles régissant 'éveolution dans le temps de ces
coordonnees.
En fait, il existe deux types de systémes -
5.1.1 Systémes a plusieurs sous systémes découplés :
La position de 1a masse m sur la figure 5.1 est repérée par deux coordonnees
cartésiennes indépendantes x, et x,. car se déplagant. sans froftement. dans un plan.

_..'L’_j I'TJ

Figure 5.1: Mouvement oscillatoire non couplé i deux degrés de liberte

Pour calculer le Lagrangien du systéme, on suppose qu’a 1'éguilibre les ressorts sont
liches avec une longueur a vide L,. L'énergie cinétique du systéme s'écrit sous la
forme :

1 .. 1 ..
T =Em.'i'; + -t (5.1)

L’ énergie potenfielle du systéme s'écrit sous la forme :

U=%kl[ x2+(x,+LF -1, ] +%kz[ x2 +(x, +1, F

Pour de faibles oscillations, on peut avec une bonne approximation négliger les termes

. i%| tout en gardant les termes %Et Ir . L'expression ci-dessus de
L 1]

I'énergie potentielle devient
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v=L1g s,,J|—=| T[N P E.: B 5
YLz ) LT |

2 .

l' 4 w 2 4 g 5
1 x| x x

+—Fk, L) 4| = 222411
2 2:_ ﬂ‘h L ) | Iy | Iy D.

En utilisant un développement limité, les termes au carré dans expression di-dessus

s écrivent sous la forme ;

|: |] !
1,,\li£| +|ﬂ| -1i+1:1,,|1+i|=1,,+x,
L) L), L,
et
F 2 I: f |
X X, X [ X,
|+ =] +2=2+1 =1+ =1, +x,
I"J'-.!.: | |.. g, | A Ry TR
Ce qui permet de réécrire I'expression de |'énergie potentielle sous la forme survante :
- 1 2 1
L =§k|_l'|_ +5k:.'-f§ {52}

Le Lagrangien du systéme s écrit alors :

L= 2} +2mid = 2hexd = Sl (5.3)

En effet, ce Lagrangien peut s écrire sous la forme d'une somme de deux Lagrangiens
indépendants (1 un en fonction de x, set i, et 'autre en fonction de x, set 1, ) sans qu'il
v ait un terme qui les relie :

1 2 1 N | 1 .
L=Lix. % )+Lix %)= Emt; _Eklx‘- —5'.-1-1:{'; —Ek:xz'

17771
Cest 13 un systeme composé de deux sous systémes mdépendants et découplés. Le
systeme différentiel s’ exprime alors sous la forme:

[iEL_EL _0

dt &%, éx, [mx, +kx, =0

1d éL & 54
iCI'_CI' =0 - 1\_:-‘1‘2'.‘{‘2+k3;|:1=ﬂ ( }

dt éx, éx,
On obtient un systéme différentie]l découplé qui 5" exprime comme:

| % +agx, =0 ko _k
|5, + o, =0 ", m,
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Les deux solutions des sous-systémes independantes sont de la forme:

[x,(f) = Acos(a, t + @)

(5.5)
|_.‘;': (t) = Beos(m,f + &)
Pour un systéme force, on a le modele représenté dans la figure 2.5
Fit) —w»
(=4 I_h
'g = X1
#
#
— X2 ft) Fay)
g I o 4
L=l T
k
Pt T B T e
Figure 5.2: Mouvement Force non couplé a deux degrés de liberte
Les équations differentielles du systeme sont données comme suit
[ m¥, + o, + kx, = B () (5.6)

|m¥, + o, +kx, = F, (1)

On constate que 1"équation différentielle est de type linéaire. Ainsi, on peut appliquer
le theéoréme de superposition qui consiste 3 écrire la solution globale x7) sous la forme
swivante:

() =x, () +x.(0)
avec

F(r)= K+ F,(1)
5.1.2 Systéme complexe (couplé):
C’est un systéme constitué par plusienrs sous-systémes couplés comme le montre la

figure (5.3).
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Le couplage
L ' FH; l
LN | G B
2 g | A x
T - k — - k>
X1 ‘X (1)

Figure 5.3: Mouvement oscillatoire d'un systéme couplé

a deux degrés de liberté

Le Lagrangien du systéme en mouvement sans frottement s”écrit comme suif :

. * 1 .z 1 = 12 2
Lix,, x,, X, 0,0 = ;5 o, —Ek(xl -, —Eék‘x; (3.7)
Le systéme d’ équations différentielles s écrit :

d | éL ) el _

22— Q A
dt r:fi', ' -{x, :H! _mlxl i +&)x, —kx, =0 (5.8)
d | éL h_ eL _ 0 (X, +(k, +&K)x, —kx, =0

dil\ en, ) ax,

Pour résoudre ce systéme d “équations différentielles linéaires, on peut se proposer des
solutions sinusoidales (en se basant sur notre expénience a résoudre des systémes

lineaires a un degre de liberte). ou les masses oscilleront 3 lIa meme pulsation «, avec
des amplitudes difféerentes et des phases différentes ; en I'occurence:

[ x, () = A"
: . 5.9
|_.T: l:i‘l} = _ﬂ:tzf"lmvl { }
avec
[4 =A™ -
(Foa 510
M -7z

En remplacant les solutions proposées dans le systéme différentiel. on obtient le
systéme d’équations algebriques suivant :
| E_”‘L""’.E +k + k}.:!l - :‘r.% =0 (5.11)
|(—m,e} +k, + k)4, —kd, =0
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qui peut §"écrire sous la forme matricielle suivante :

|" - ml.:'-:rli +k+k -

k 4)_(0 )
-k —m,mi +k +k il |—|ﬂ| (5.1

Le systéme admet une solution non triviale si seulement si le déterminant de la matrice

222 estoml, d'oi:

—m e’ +k+k, —k ~
1 r—k l —my e, +k, +l" =0 G.13)
L’ écuation bicarrée (parametrique) s écrit donc -
e, —(ey +o3)e, +a e, (1-K7)=0 (5.14)
davec
-:=k'+k,.:-;-§=k=+ket£3= E?
m, ™, (k + KXk, +K)

ou le parametre £ est appelé le coefficient du couplage. Ce dernier peut prendre des
valeurs entre 0 et 1 selon la valeur de la constante de raideur du ressort de couplage k.
En effet. s1 k=0(le couplage entre les deux sous systémes est lache) E aura une
valeur nulle K =0. Alors que si k — = (le ressort de couplage se comporte conume une
barre rigide par rapport aux autres ressorts du systéme). on aura K —1.
En faisant un changement de vanable = = o . I'équation ci-dessus devient :

zp— (e +e)z, + el (1-K*)=0 (5.15)
Le discriminant de cette équation s"écrit :

A=(af +0l) — 4@l @l (1-K)) = o + of — 2070l + 40l 0lK
0Ol encore
A=(of -l f +40lelK? >0

Les deux pulsations propres sonf donc :

] z
[mﬁp =5 Ta :m: —%.“I"{ml: —a ) + AR Pl el 5.16)
2 2 5.
. .
z e | 3 I.2 -2_12 13
‘cuzp =f+5..f(ml —an ) +AK "o e

Les deux pulsations propres du systéme sont positives (o, < ,,) et leurs valeurs
dépendent de 1a valeur du coefficient de couplage K.

44
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En effet, pour K =0, les pulsations propres sont égales i :

3 & + ol ot — ol a
[ml}:a P (el -

@5
a 2 a 2 2 .
2 o +an (@ —an -
ol =—1 2 +{C':l1 2) =
- : 2

Ce résultat nous impose 3 prendre o, < o, [Vauire part, pour

propres sonf égales 3 :
- o + ol ol — gl
[ of, = 2 __'[-’12 D _o
2 _ ey +al | (e —ed) .
@l = —1 2+ 2L =@t + @l
| P 2 2 1 2

E =1, les pulsations

Entre les deux valeurs extrémes de K, les valeurs des deux pulsations suivent les

allures montrées sur la figure ci-dessous.

2 F
I'l!-I *aqn. -

£ —

op oz 04 08 a8

Figure 5.4: Pulsations propres du svstéme en fonction du coefficient de couplage

On voit bien sur 1a figure (5 4) que Ueffet de couplage est d'augmenter 1" écart entre les

pulsations propres du systéme.

Le fait que les formes sinusoidales proposées pour le mouvement des deux masses

sont solutions du systéme d’équations pour seulement deux valeurs de «, 3 savoir o,
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et @, nous amene a conclure que parmu foutes les formes possibles (pas forcément

simples) de mouvement de masses il existe senlement deux maniéres d oscillation o
les masses oscillent de fagon hammonicque simiple avec une seule et méme pulsation : ce
sonf 13 les deux modes de vibration des masses ou celles-ci passent en meéme temps
par leurs positions d’équulibre.
Dans chaque mode d oscillation de pulsation normale définie @, ou @,, les masses
oscilleront en phase ou en opposition de phase selon la valeur des grandeurs 4 et 4,
En effet. pour le mode 1. correspondant a la pulsation propre «,,. les amplitudes de
mouvement s’obtiennent en remplagant o, par ,, dans l'une des équations
algebriques ci-dessus. Ce qui donne :
(a3, + )4, = mi, 4,

ol ENCoTe
-k

m, (@ — )
On a rajouteé un indice 1 aux amplitndes pour signifier que ces derniers comrespondent
au prenuer mode. Le rapport des amplitudes s"écnit donc sous 1a forme

(5.17)

it

A 2k
T= 7 2 7 T . -7 2 7 Ilh':.
<, m,|_._f-_1,' —ah + .J'{m,‘ —an ) 4K ey ey |

Ce qui donne
:‘I1L "‘i: l[ﬂ'.'—i& |

=—"g

4 4

ol 4 et 4! sont les valeurs absolues des amplitodes de mouvement des deux masses.
Les phases ¢, et o) doivent étre, dans ce cas, égales (ou différentes d'un angle 27 ).
Les masses oscillent en phase.

Pour le mode 2. correspondant a la pulsation propre «,,. les amplitudes de
mouvement s’obtiennent en femplagant o, par o, dans l'une des équations
algebriques ci-dessus. Ce qui donne :

o2, +oi)d == 3,
m,
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o encore

Ak 5

3w =) 618)
Omn a rajouté un indice 2 aux amplitudes pour signifier que ces demiers correspondent
an premier mode. Le rapport des amplhitndes s”écnit donc sous la forme :

A? 2k

_ o

A N ", |:|:'.:-,1 — —,‘Il{m,] —al) + 4K @ el |
Ce qui donne

‘:-{1-3 — _ie_f[ﬂ_:_i‘:::'
T E

ol 4] et A7 sont les valeurs absolues des amplitudes de mouvement des deux masses.
Les phases ¢} et o doivent étre différentes d'un angle . Les masses oscillent dans
ce cas en opposition de phase.

Les solutions générales s'écrivent sous la forme d'une superposition des deux modes
propres, 4 savoir :

[ %02 = ale’rst) o g2/t
]_i"': &) = ’g*'{”'#w*]+ _{zze;[ﬂ?:#wf:'

(5.19)

Tenant compte des relations obtenues entre les amplimdes de mouvement des masses
pour chague mode de vibration ainsi que celles qui existent enire les phases, il est

possible de réécrire les solutions sous 1a forme suivante :

— [ an .I 2 las ".I
(%) = e/ . gpe/ler o)
F.(1) = ::l]] ml(ﬂulk_(dl }g;{m_,;hl-u;_l _ _{1: m1{f'-"1k_("'}2 ) eﬂm:,a""@.;.l -

Les constantes 4. 47, o et o seront définies par les conditions initiales appliquées
sur le systéme.

Remarque: puisque que les mouvements des masses du systéme sont des quanfites
mesurables done réelles, il serait utile de prendre la partie réelle des solutions

complexes ci-dessis, 4 savoir ;
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|.i=:I © = 4; coslw, t+ o) ) + A cosle, 1+ )
2 & 2 z
1 (e — o, (e — o ~
()= A i J]k i) cosler t+@ ) — A d%—ll_:"“—jc'ﬁs':m;ﬂ!‘+ o7 )

5.2 Tvpes de couplage:
En fait, il existe plusieurs types de couplage :

a- Couplage par élasticité on deux sous systémes mecaniques (pendules simples)
sont assemblés 4 travers un ressort, ou encore, leurs analogues électrigques, a
savoir  deux sysemes electriques (circwits LOC) gqui sont reliés par un
condensateur.

b- Couplage par viscosité on on utilise un amortsisseur (resistance pour un
systeme electrique) pour coupler deux pendules simples (circuits L.

c- Couplage par inertie représente par 'exemple d'un pendule double ef ou son
equivalent électrique serait deux circuits LC reliés par une bobine d’inductance.

TR

Figure 5.6 : Couplage équivalent, Capacite-Ressort

5.3 Battements :

Eeprenons I"exemple du systeme de deux masses idenfiques s attachees
horizontalement 3 trois ressorts de raideur identique ket se déplacant sans frottement

sur une droite d un plan horizontal.
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Pour le couplage les deux sous-systémes identiques. ona :

N -
X1 (t) Xz (1)
Le premiter “ Le deuxtéme
SOHS systemnte SOHS Sysiéme
Figure 5.6: Mouvement oscillatoire couple

de deux sous-systémes identiques

Les nouvelles équations du mouvement s” écrivent comme suif :
]"r.‘-f_i‘L+2F:\;_—h'2=D
|mx, + 2k, —ko, =0

On se propose pour un mode de vibration des solufions sous la forme sinusoidale:

(5.21)

.J-x;-f:‘ )= Ae' =T (5.22)
|x.(t)=Be' ™% -
En remplacant les solutions dans le systéme différentiel, on obfient un systéme linéaire
symetrigque suivant :

{(—m wl+2k)A—kB=0

(5.23)
2
(—mo, +2K)B —kd=0

Le systéme admet des solutions non triviales si seulement si le déterminant de sa

matrice est nul, d on :

—ma’ + 2k —k

=0 5.24
-k —m {J_: +2k ( )
On obtient alors 1"équation paramétrique suivante :
(—me) +2k)* —k* =0 (5.25)

Les deux pulsations propres sonf :
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5 k
| Pip = o] g
4 1 (5.26)
@, =3—

L ¥

Les solutions générales sont la superposition des deux modes propres et sont de de la
forme suivante :

| x(f) = A cos(ea f + @) + A, cos(e, f + @) 5.27)
']__xz (t) = B, cos(a, t +¢,) + B, cos(e, .t +@,) (-2

Pour le premier mode correspondant a la pulsation propree,, . ona:

I

@, =@, = -

et en remplacant dans 1'une des équations du systéme algebrique ci-dessus on trouve
(—mr-.l_; +2i4 -kB =0 — A4=B=4

Wmv.mm.mmmq—mmmww

I’ﬂmmvmm.mm

Le systéme est

S iatverrent
W.Wimm.mwmm

En phase

Figure 5.8: Etat du systéme pour le premier mode

« En phase »

—
Dans ce mode les deux masses oscillent a la méme pulsation o, =

@y, = ’;'IE avec la méme
amplitude 4. en phase.

Pour le deuxiéme mode correspondant a la pulsation propre o, . ona:
@ o=@, = EE
r o m
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et en remplagant dans I'une des eéquations du systéme algebrique ci-dessus on trouve
(—mex,, +2k)4, —kB,=0 = 4,=-B.=B

WW.M_E’“ aéquitivre

m.mmmmm.nmd

Le systéme est

| R o HveRent

En opoosition de phase

Figure 5.9 : Etat du svstéme pour le deuxiéme mode.

« En opposition de phase »

. . - ] 3k -
Dans ce mode les deux masses oscillent a la méme pulsation «,, = 1||— avec la méme
m

amplitude B, en opposition de phase.
Les solufions genérales deviennent alors:

[x,(#) = Acos(ey f + @)+ Beos(a, .t +@,) (520
'|_x:[r] = Adcos(ey f +@)— Beos(a, f+¢,) 29)
O les constantes 4, B, g et o, seront définies par les conditions mitiales.
Pour le besoin de notre étude du phénomeéne dit de battement il s’avere utile
d’appliquer les conditions initiales suivantes :

rx] (H=X, HZ(E)=0 -
lm®=0 n@=0 630
Cela signifie qu’'a ¢+ =0 on écarte une masse de sa posifion d’écquilibre dune distance
X tout en gardant 1" autre masse 3 sa position d’équilibre ensuite on les lache sans
vitesse initiales. Aprés remplacement dans les solutions générales, on obtient les

quatre equations suivantes:
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Acosg, + Beosg, = X, 1)
Acosg, —Bcosg, =0 (2)
J—."IE'Q]PS:-IJ.@S‘-I—E(J:PS:iﬂﬁ.‘Jz=C| i3}

—Adey,sin @ +Beay, sing, =0 (4)

L addition des équations (1) et (2) d’une part et les équations (3) et (4) donne :

- XEI
j.ﬁicosw, = (5]
| dsing, =0 (6)

en sonumant les carrés des équations (5) et (6) on obfient :

A=é . et de (6) on déduit que o, =0.
De méme, la soustraction des équations (1) et (2} d'une part et les équations (3] et (4

donne -

J_Ecosr._-:t:= (7)
| Bsinw, =0 (8)

Xo

en sommant les carres des équations (7) et (8) on obfient :

X < dui
B==! etde () on déduitque ¢, = 0.

On en arrive done aux équations horaires du mouvement qui 5" écrivent conune suif:
XI'.I
x ()= 5 [cc:s @, t+cos a'rzpa‘]

2 (5.31)
2

()= [cc:s @ f—cosm, Fa‘]

Ce résultat est trés important car il nous renseigne sur le fait que le mouvement des
deux masses, sounmuses s conditions initiales précédentes, est la superspoifion de
deux mouvements sinusoidan simples de pulsations différentes. Cest un mouvement
complexe o les deux modes propres d'oscillation contribuent équitablement au
mouvement du svsteme. Dans ce cas, on dit que les deux modes propres d’oscillation
du systéme sont excités. Cependant, 1a forme mathématique donnée des solutions n'est
pas si intuitive au point de nous permettre de concevoir, grosse modo. la maniére avec

lagquelle les masses vont osciller. Pour ce faire, il est utile de réarmranger les formes
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mathématigques des solufions. en avant recours i des relations frigonométriques bien

CONMISs, & SavVolr :

cosa+cosh= Ems{—| a+b|
2 2 )

et
msa—msb=25h1|-.ﬂ-.|si1| EH_b-.|

ce qui permet de réecrire les solutions ci-dessus sous la forme

| 6y —ad &+ i
|2, (8) =X | co 51 —"’2—-"—r |1:c|s| —'—'—r

ix:[r)=X,,:_siu|—d"“ 2t e

"'Jll.l f |
2 /

Un changement de notation nous permet d’écrire

hy, — o,
o, =22 - D
dite pulsation de modulation et
ay, +an,
3 . 5

dife pulsation moyenne.
De nouvean, les solutions s expriment sous la forme condensée suivante:

(=X, coser ooz, f (3.3
et

x, () =X, sin o t.5i0 o3t (5.33)

Ces deux formes de solutions sont plus intuitives a expliquer, car il est possible de voir
le mouvement des masses comme un mouvement ° sinnsoidal simple’ de pulsation
@, mais avec une ampliude X cose ¢ (pour la premiére masse) qui change

simisoidalement dans le temps a une pulsation o ,. On dit que 'amplitude du

mouvement est modulée.
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i B _
-] -»\.-‘- ) . f '\_\.. r R.... ) -"'-I"-‘
11“) |I I1| ﬂ ||II |-'|| |,1| ||| ,5 ."l | ||
|| Irr'l"-- .-""ﬂ| || |p'i"-. 1" | |'| ||
KA |I | |I
n-J|||||JI|:h:I ||| |||||||||[I v ||||||| || ||||||‘___
I|| l' la' (| || Il l' || ||| 'J *' ||| L]
IR\ ZARNA VARl
T =2xfm Tm.=§mmr

Figure 5.10: Phénoméne de battement pour la premiére masse
On trace sur la figure 5.10 I'évolution de =xif} et on voit que la masse fait un
mouvement complexe (1"amplitude part de zéro, afteint son maxinmm puis retrouve sa

T

valewr mulle) qui se répéte aprés chagque mntervalle de temps €gal a ""‘"‘“““'=Tma’ ol

T est la période de modulation de 1"amplitude du mouvement. Ce mouvement

L

T..=

est appelé battement. D’aufre part. on défimit T =

comme la pénode

[ "

d’oscillation de la masse. Dans le cas ou les deux pulsations propres @, et «,, sont
trés proches 'une de UMautre, Uamplide X, cose,tne varie que trés lenfement
comparée aux oscillations rapides de cose, ¢ et 1a masse exécuterait un mouvement
presque sinusoidal. La dewsiéme masse, lacheée 3 partir de sa position d égquilibre,
execute un mouvement semblable avec une seule différence : elle est en quandrature

de phase avec la premiere masse (voir figure 5.11).
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battement
X1 —-., T —1
0 _,Il l'..' '-|I ‘|.' 5 |r~_
I|I || | |1 y | | III r.l | || i
,|| |||”||||| M' ||I|_
u__II||||.||||||| |'~|’|I'!_,_..t
| | L) 1 | | L)
'|-||||-,' III|I|*L||||I# !
| | | |
Sl LA {1V
N S %
-|"m==2n."-::-rm_d T"-;ll_=h2,1_|'|.|_“

Figure 5.11: Phénomeéne de battement pour la deuxiéme masse

An moment ou 'une des

deux masses s’immnobilise, 1'autre masse est 4 son

maxinmm ; toute I'énergie du systéme étant transféree vers cette deniére.
Une péniode de battement est donc le temps que fait ' énergie de vibration dans son
aller-retour complet entre les deux masses.

5.4 Oscillations forcées d’un systéme non amorti a deux degres de

liberté :

Reconsidérons le systéme mécanique symetrique ci-dessus, et on applique une force

extérieure de forme sinusoidale au prenuer sous systéme i s’ exXprime conune suit

F(f)=F, coslt) =R |F,e™ |

(5.34)

Les équations d'Euler-Lagrange ¢ui comrespondent a ceffe sitmafion physique

s’ écrivent comime suit :

L |-ZL - Fcosl
darl éx, | &x
.:fl' L '|_EI._ 0
dtl 8%, | dx

(1!
(5.35)
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La seconde équation ne contient pas de terme de force exténeure car cetfe demiére
s applique directement sur la deuxiéme masse. Aprés dérivation on obtient :

-:.mi;'-l + 2k, ;ﬁ}rzxz_zici:r;;i’l!il ; Rl.{P:.E’ﬂ E} (536)
Pour résoudre le systéme d'équations différentielles ci-dessus on suppose que le méme
systéme mécanique est maintenant soumis a une force complexe Flt)= Fe™ . Aprés
resolution. on revient a notre cas physique en prenant la partie réelle de la solution
obterme. En effet. ona

Dans le régime permanent. les solutions ont la méme forme que le second membre, 3
SaAvoir:

% (= -:I.'_LI.-EEI} = Adgian L’SES}

| %, (6) = %, (£) = Be/™
avec A= Ae'™ etH=Be'™.
En remplacant les solutions proposées dans le systéme différentiel, on obtient le
systeme d’équations algébriques suivant :

[(-mQ? +2k)A—kB = F,

| (-=mQ* +2K)B—kd=0 (5.39)

avec deux inconnues det  dont les expressions sont données par ce qui suit -

wo B opy2)  Rf g 2
T L e I iy B Sy (5409
—-m’ +2k —k (O — &, N —,) |"Q:_£1 o 3k '
-k —mi +2 | m m |
et
2
“"’“ -2k F‘ Ek i
H= - — 0 = - ‘mz _ —=- m’ I:.S.:"].}
—-mi* +2k -k (O —ay WO — ) |'Q:_£103 3k )
-k — 2 4+ 2 - ml~"  m)
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Tout d"abord, il est utile de remarquer que les inconnues et B ont des valeurs réelles
negatives ou positives selon la valeur de la pulsation de la force extérienre ©» . Cela
signifie que les valeurs des phases des masses par rapport a la force excifatrice sont
soit nulles o, =0 , @, =0 s0it o, =7, ¢, =7. Eneffet. si 4 et E sont positives, il

serait possible de les écrire sous la forme

A=A4e" = 4"
et
B=Be'™ =B

ol 4 et B sont les modules des nombres complexes 4 et B. Dans ce cas, les masses
oscilleront en phase avec la force extérieure. Dautre part. si 4 et B sont négatives, il
serait possible de les écrire sous la forme

A=—de™ = 4e”
et

B=-Be'™ = Be'"
Dans ce cas les masses oscilleront en opposttion de phase avec la force exténeure. Ce
sont 13 les deux seules possibilités d’état de phase des masses par rapport a la force
extérienre. 51 le systéme éfait soumds & des forces d'amortissment, les valeurs des
phases prendront des valeurs entre 0 et ~. On doit noter ici que 1'état de phase d'une
masse par rapport & la force extérienre est indépendante de 'état de phase de 1" autre
masse par rapport a cette méme force, ¢’ est 3 dire qu’on peut tomber sur un cas ol une
masse oscille en phase alors que 1'autre est en opposition de phase avec la force
extérieure.

Pour une valeur 2 =0, les amplitudes de mouvement des masses sont égales a

22
jom\m) 2R :
A= |£ |E| T (5.42)
Lm0 om
et
Ek
= mt _i _
N L (5.43)
m N om )
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Probléeme 1:
Deux pendules simples identigques Opdr et O24: de masse et de longueur [, sont
couplés par un ressort horizontal de raideur & qui relie les deux masses 4 et 4> figure
14.5. A 1'équilibre, le ressort horizontal a sa longueur naturelle [p tel gque /o = Or0:.

SRR
r;

— - £

Figure 5.14: Couplage de deux pendules identiques par un ressort

Les deux pendules sont repéres, a I'mstant 7, par leurs €longations angulaires &(#) et
£h(t) supposees petites par rapport a leur position verticale d équilibre. On deésignera g
I"accélération de la pesanteur.

Modes propres :

= Deéternuner le Lagrangien du systéme.

= Ftablir les équations différentielles couplées vérnfices par les deux élongations
angulaires instantanées STl et S47)

= FExprimer en fonction de g, &, [ af m, les deux pulsations propres aup et cxp de ce
systeme.

= _dpplicarions numeriqnes -
Calculer aup et axp sachant que: m= 100g [ 1= &0cm [ k=0.2 Nim et g= 0. 8m/s".

= On liche sans vitesses inifiales le systéme a 'instant /=0 dans les conditions

initiales suivantes :
Gr= et =0
= FEn deduire les lois d’évolution. &) et &F) aux instants t =0,
= (Juel est le phénomene eétmdie.
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Modes forcés :

La masse 4 est soumise a une force excitatrice horizontale de forme -

Fiti=F,cos(ax}
Ecrire les nowvelles équations différentielles couplées en &) et &1,
Exprimer les relations complexes qui concernent les vitesses linéaires I et 15
des points 4; et 4> en régime forcé.
En déduire I'impédance d’entrée complexe Z. = —g— .
i
Solution :
Le Lagrangien du systéme :
Le systéme a deux degrés de liberté exprimeés en 81, &2
¥ L’énergie cinétique on a -
1 i

= FT o rd
'E.:- __m.l'lrn, _milm_-.

2 2
En calculant les vitesses par rapport au repere fixe

X, =lzind . X -i8 cosd, |
O, ') o= P oar LR . s
Vm, =Tcos &) ! ¥, =——I8 s5ing, Fo =%, +¥,
x,, =isimé . i, =18, 0058, = i il
Dﬂ:lz—-!' " 2] = F_=f Ty 25ES my = Xmy, + ¥,
Vo, =IOz 8 P M, =8, 5i0E,

D'on:
1 Lzzz
E. =3 Zml§
=i =

¥ Pour I"énergie potentielle on a -

E, =§m5, ~16.)* = mglcos§,
dum

¥ Le Lagrangien s écrit alors :

. ) 2 . 2
L(8,8,,8,8,)= Z%me’zﬁlz —%.ﬁ:’(ﬂ'&] —16,)* + > mglcosé,
= ]

]

= [ esequations différentielles couplées sont :

(d  EL L i k
L) --=0 (6, +05+X ), = E ¢

| dr 2a; el — & -H’.if m'h?-hr m oz
d . &L =1 = £ .k k
= - =0 FerEst 5 =0
dr 28, e, | - rI mJ - P
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= Les pulsations propres aup et ang:
<+ On considére les solutions du systeme de type sinusoidal :

.|-$.l|f"!'_.-" = __!'E_,rr.:ny&w,l
|_l9:-'"!‘)‘= Be el

% En remplacant les solutions dans le systéme différentie]l, On
obtient un systéme lindaire symeétrique suivant :
[ g .k k

| (~ep+ 2+ —)d-—B=0
| | m FFL
l-E4+¢-2+£+E5)8-0
Lom m

% Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :
det =0
Don:
L. .2 R
o0 m "

%+ Les dewx pulsations propres sont :

[ :u,:ﬂ=_|||%:> oy, =3 5rad /s
. 5%

= 1drad /s

== +—=
- { m

= [ es solutions générales s'écnivent :

[8.(5) = A4, cos(ea t + @) + A, cos(a it + )
-]hé': (#) = B, cos(e, t + @) + B, cos(a, I + @)

%+ En appliquant les conditions mitiales, on trouve :

+ ar, i — iy,
| i (fy=Ccos

[
= F peos—L £

[

W< Y N N

—fsm T

pa| +

ixzn:r}=—c5m

[¥on les solutions générales s”expriment alors comme suit:

| x, (1) = coos Aok cos axf

x, (1) =caimn Acksm oF
ay, —ay ay +ay
Aver Am= —'"’_}—Lr a o w= 5 t

= Le phénomeéne étudie est les battements.

60

N




Cours de physique 3
Dr AMARI Malika 2023-2024

Maodes forcés :
= [esnouvelles équations differentielles couplées :

[ml 8, +mg + k1), — kl2, = F, coscx
mié, +(mg + kl)&, —kI§, =0

»  Iesrelations complexes qui concernent les vitesses linéaires 17 et I
% Les solutions particuliéres sont :
[Fre)=jals,
\Pafr)=jald;
< En remplacant les solutions dans le svstéme différentiel. On obtient un
et e, = T
i ¥F m - m
| —if"-}—f—:’dz+£+ijﬁ3=ﬂ
m I m

= L'impédance d entrée complexe :

— : z
Zo=t | K " et
A
I
= Ce systeme mécanique fonctionne comme un filtre de fréquence puisque son

impedance varie en fonction de 1a fréquence.
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Probleme 6:
Soit le systéme mécanique, constitué de deux pendules simples de longueur [ et de
masses iy, My représentés dans Ia figure 2005 comme suit

x
woopaonan. Fp= _ e

Figure 5.20: Couplage de deux pendules simples par la masse

=  Etablir le Lagrangien du systéme
=  Donner les équations différentielles du mouvement pour les faibles oscillations.
=  (Onpose les constantes suivantes :

of = £ et =20
{ .,
Diéterminer dans ce cas les pulsations propres du systéme ayp ef cnp en fonction

des parametres (o ef on
= Déterminer les solufions générales
Solution:
= [e Lagrangien du systéme s écrit : est déja calcule dans le probleme (1.1-B)
L =i,rmI +m, N7EF —énu!iff +m,l?8,6; cos(8; — 63 )

+m,gleos &, + m glfcos &, + cos &, }
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= Tesysteme différentiel devient :

da, & _, o
)dr ag," o8 = (my +m. &, +mlG0m, +m. g6, =0
I6, +18, + gé, =0

d e, L _,
|dr 88, @6,
D¥ou :
[(14+ 006, + 6,71+ pieid, =0
| &+6+ais =0
Avec

g o2 E
ms I

= Tes pulsations propres :
% On considére les solutions du systéme de type simisoidal :

[ 8,02 = Aedimrse)
| 8.6t )= Be/r =+’

++ En remplacant les solutions dans le svstéme différentiel, On obtient un
systeme linéaire svmetrigque suivant :
lf—e} +caf )1+ uidA—olB—0
| —@pd+(—wp +wj )JB=0
% Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :
der=10
Don
(—a, + e S {1+ p)—ap =0
++ Les deux pulsations propres sont @ip ef ¢y €XPriNIees comme suit -

[ﬁ: VTR
e T+ofI+ !
@f o NIrH 2
F — T4 1+ v
= Tes solutions génerales sont de la forme:

[r.:'-',r T} = Ay cosi o f + @)+ Ay cos{og r+ @)
L-ﬁ':.._r'r) - B, cosy oy p ¥ @+ B. cosiar, p ¥ @ )
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